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É Î ‡ ‚ ‡  4. éëçéÇçõÖ ìèêÄÇçÖçàü
êÄëèêéëíêÄçÖçàü Çéãç ÑàãÄíÄñàà

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı „Î‡‚‡ı Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚ ÔÛÊËÌ‡ı
Ë ÒÚÛÌ‡ı. ùÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰ ÔÓÁ‚ÓÎËÎ Ì‡Ï ‰‡Ú¸ ÔÓÒÚÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓ-
ˆÂÒÒ‡ Ë Ú‡ÍËı ‚‡ÊÌ˚ı fl‚ÎÂÌËÈ, Í‡Í ÔÓıÓÊ‰ÂÌËÂ Ë ÓÚ‡ÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ.

äÓÌÂ˜ÌÓ, Ì‡¯ÂÈ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ˆÂÎ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‚
ÛÔÛ„Ëı ÒÂ‰‡ı, „‰Â, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚË ÚËÔ‡ ‚ÓÎÌ. èÂ‚˚È ÚËÔ –
˝ÚÓ ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ËÁÏÂÌÂÌËflÏË Ó·˙-
ÂÏ‡ ÒÂ‰˚, ÔË ˝ÚÓÏ Â„Ó ÙÓÏ‡ ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ. ÇÚÓÓÈ ÚËÔ ‚ÓÎÌ (‚ÓÎÌ˚ Ò‰‚Ë„‡) ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÔÓ‚ÓÓÚÓÏ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ÒÂ‰˚ Ë ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Â„Ó ÙÓÏ˚. ç‡ÍÓÌÂˆ, ÚÂÚËÈ ÚËÔ ‚ÓÎÌ
ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‚ÒÂÏË ÚÂÏfl ˝ÙÙÂÍÚ‡ÏË Ò‡ÁÛ. äÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ ÔËÏÂÓÏ ÔÓ-
ÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÒÎÛÊ‡Ú ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚, Ì‡ÔËÏÂ ‚ÓÎÌ˚ ê˝ÎÂfl Ë ‚ÓÎÌ˚
ëÚÓÌÎË. ÇÒÂ ÚË ÚËÔ‡ ‚ÓÎÌ Ë„‡˛Ú ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÔËÍÎ‡‰ÌÓÈ Ë „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÈ
ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË. Ç‡ÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ‚ÓÎÌ˚ ‡Á-
ÎË˜Ì˚ı ÚËÔÓ‚ ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡Ì˚. í‡Í, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË
ÏÓ„ÛÚ Ó·‡ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË Ë Ò‰‚Ë„‡.

èÓ‰Ó·ÌÓÂ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Á‡ÚÛ‰ÌflÂÚ ËÁÛ˜ÂÌËÂ
ÔÓÎÌÓ„Ó ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ‡ÁÎË˜-
Ì˚Â ÚËÔ˚ ‚ÓÎÌ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. å˚ Ì‡˜ÌÂÏ Ò ËÁÛ˜ÂÌËfl ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡-
ˆËË, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË ËÎË P-‚ÓÎÌ‡ÏË.

Ç ˝ÚÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı „Î‡‚‡ı ‚ÏÂÒÚÓ ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰˚ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡Ú¸ „‡Á ËÎË ÊË‰ÍÓÒÚ¸. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÚ ÌËÍ‡ÍËı ‰Û„Ëı ‚ÓÎÌ, ÍÓÏÂ ‚ÓÎÌ
‰ËÎ‡Ú‡ˆËË, Ë ‡Ì‡ÎËÁ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ÒËÎ¸ÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl. ùÚÓ ‰‡ÂÚ Ì‡Ï ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ˝ÚËı ‚ÓÎÌ, ÔÓfl‚Îfl˛˘ËÂÒfl
Ú‡ÍÊÂ Ë ‚ ÛÔÛ„Ëı ÒÂ‰‡ı. é·˚˜ÌÓ, ‚ÓÎÌ˚ ‚ „‡Á‡ı Ë ÊË‰ÍÓÒÚflı Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl
Á‚ÛÍÓ‚˚ÏË ËÎË ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË. éÌË Ï‡ÎÓ ˜ÂÏ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ‚ÓÎÌ
‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ‚ ÛÔÛ„Ëı ÒÂ‰‡ı.

Ç ˝ÚÓÈ „Î‡‚Â Ï˚ ÓÔË¯ÂÏ ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ Á‡ÍÓÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ÛÔ‡‚Îfl˛Ú ÔÓ‚Â-
‰ÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÔÛÊËÌ˚, Ï˚ ·Û‰ÂÏ ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Á‰ÂÒ¸ ÚÂıÏÂÌÛ˛ ÒÂ‰Û. éÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸ Ì‡ ˝ÚËı Á‡ÍÓÌ‡ı, Ï˚ ÔÓÎÛ-
˜ËÏ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Û˛ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ, ‡ Ú‡ÍÊÂ
‰‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ÒÂ‰Â. å˚ ÒÙÓÏÛÎËÛÂÏ Ú‡ÍÊÂ Á‡‰‡˜Û Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË Ë Ì‡˜‡Î¸-
Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ë, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, Ó·ÒÛ‰ËÏ Ú‡ÍËÂ ‚ÓÔÓÒ˚, Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë
ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË, ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡, Ë ‰‡‰ËÏ Ó·˙flÒÌÂÌËÂ ÚÂÓÂÏÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÒÚË.
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4.1. ÇéãçéÇõÖ üÇãÖçàü Ç ÉÄáÖ à ÜàÑäéëíà

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË ‚ ÊË‰ÍÓÒÚflı Ë, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ, ‚
„‡Á‡ı ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ÒÎ‡·ÓÂ. Ç ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‡ÚÓÏ˚ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡Ú¸ Í‡Í ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Â ˜‡ÒÚËˆ˚, ‰‚ËÊÛ˘ËÂÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. ê‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÚÓÏÓ‚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρ, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÊË‰ÍÓÒÚË ËÎË „‡Á‡ ‚ Â‰ËÌËˆÂ Ó·˙ÂÏ‡:

ρ = ∆m/∆V,  ÂÒÎË ∆V → 0, (4.1)

„‰Â ∆m – Ï‡ÒÒ‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ Ó·˙ÂÏÂ ∆V.
èË Ú‡ÍÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂ˚ Ó·˙ÂÏ‡ ∆V ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸-

ÌÓ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰flÚ ÒÂ‰Ì˛˛ ‰ÎËÌÛ ÔÓ·Â„‡ ‡ÚÓÏÓ‚, ÍÓÚÓ‡fl, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl „‡ÁÓ‚
ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÓÍÓÎÓ 10–7 Ï ÔË ‡ÚÏÓÒÙÂÌÓÏ ‰‡‚ÎÂÌËË. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ó·˙-
ÂÏ ∆V ÒÓ‰ÂÊËÚ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÚÓÏÓ‚. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ ÔË-
·ÎËÊÂÌËÂÏ „‡Á˚ Ë ÊË‰ÍÓÒÚË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â ÒÂ‰˚ Ò
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρ. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ ∆V, ÍÓÚÓ˚È Ï˚ ·Û‰ÂÏ
ËÌÓ„‰‡ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ ËÎË ˜‡ÒÚËˆÂÈ, ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â
Ú‡ÍËı ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ, Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ËÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

ÇçìíêÖççàÖ ëàãõ à ÑÄÇãÖçàÖ

íÂÔÂ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÂ·Â ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ ‚ÌÛÚË, Ì‡ÔËÏÂ, „‡Á‡
(ËÒ. 4.1, ‡). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, ÍÓ„‰‡ „‡Á ËÎË ÊË‰ÍÓÒÚ¸ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ‡ÚÓÏ˚ ‰‚Ë„‡˛ÚÒfl ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó ‚Ó ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËflı. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‡ÚÓÏÓ‚, ÒÚ‡ÎÍË‚‡˛˘ËıÒfl Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ
ÔÎÓ˘‡‰ÍÓÈ, ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl Ë ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÔÎÓÚÌÓÒÚË
„‡Á‡ ρ.

èÂÂıÓ‰fl Í ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÏÛ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌË˛, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ
˝ÚËı ˜‡ÒÚËˆ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÒËÎ˚ F( p), ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ Í ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ
ÔÎÓ˘‡‰ÍÂ dS. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÎÓ˘‡‰¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ dS Ï‡Î‡, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸,
˜ÚÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‡ÚÓÏÓ‚ ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
ÒËÎÛ F( p) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

F( p) = P( p)dS. (4.2)

ëÍ‡ÎflÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl P( p), ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘‡fl ˝ÚÛ ÒËÎÛ, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰‡‚ÎÂÌË-
ÂÏ. Ç ÒËÒÚÂÏÂ ëà ‰‡‚ÎÂÌËÂ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ Ì¸˛ÚÓÌ‡ı, ‰ÂÎÂÌÌ˚ı Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÌ˚È
ÏÂÚ:

[P] = ç/Ï2.

Ö‰ËÌËˆ‡ ËÁÏÂÂÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl, ‡‚Ì‡fl  1 ç/Ï2, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ô‡ÒÍ‡ÎÂÏ (è‡):

1 è‡ = 1 ç/Ï2

ËÎË
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êËÒ. 4.1. àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl. ê‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒËÎ
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ó‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‰Û„‡fl Â‰ËÌËˆ‡ ËÁÏÂÂÌËfl, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
·‡:

1 ·‡ = 105

  

H

Ï
è‡.

2
510=

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‡ÚÏÓÒÙÂÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÏÓfl ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ
‡‚ÌÓ 1 ·‡Û:

1 ‡ÚÏ ≈ 1,013 ·‡ = 1,013⋅105 è‡.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÓÁ‰Ûı‡ ÔË Ú‡ÍÓÏ ‰‡‚ÎÂÌËË ‡‚ÌflÂÚÒfl

ρ = 1,22
  

Í„

Ï3
 = 1,22⋅10–3

  

„

ÒÏ3
.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ‡‚ÌÓÂ 1 ‡ÚÏÓÒÙÂÂ (‡ÚÏ.),  ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ËÏ ÒÂ·Â ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚È ÒÚÓÎ· ‚ÓÁ‰Ûı‡ Ò ÔÎÓ˘‡‰¸˛ ÒÂ˜ÂÌËfl S, ‡‚ÌÓÈ 1 Ï2,
Ë ‚˚ÒÓÚÓÈ !h = 0,8⋅104 Ï.

ÇÂÒ W ˝ÚÓ„Ó ‚ÓÁ‰Û¯ÌÓ„Ó ÒÚÓÎ·‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl

W = mg = ρhSg,

„‰Â g – ˝ÚÓ ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎfl:

g ≈ 9,8
  

Ï

Ò2
.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚, ˜ÚÓ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÓÁ‰Ûı‡ ÓÒÚ‡ÂÚ-
Òfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
W = ⋅ ≈ ⋅9 8 1 22 0 8 10 104 5, , , .Ï Ï ç = 1 ·‡ Ï

Ò
Í„
Ï2 3

3 2

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,  ‰‡‚ÎÂÌËÂ

P ≈ 105 è‡ ≈ 1,0 ‡ÚÏ.

çÂÒÏÓÚfl Ì‡ “ÔÓÁ‡˜ÌÓÒÚ¸” ‚ÓÁ‰Ûı‡, Ì‡ Ì‡Ò ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ‚ÂÒ.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒËÎ˚, ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚Â ‡ÁÎË˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÔÓ ÓÚ-

ÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÔÎÓ˘‡‰ÍÂ dS (ÒÏ. ËÒ. 4.1, ‡). èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÎÛ
F1, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌÛ˛ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ dS. á‰ÂÒ¸ dS = dSn, „‰Â n – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍ-
ÚÓ ÌÓÏ‡ÎË Í ÔÎÓ˘‡‰ÍÂ. èÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ˚ F1 ‡ÚÓÏ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl, ÒÚ‡ÎÍË-
‚‡˛ÚÒfl Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍÓÈ dS Ë ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ì‡ ÂÂ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÈ
ÒÚÓÓÌÂ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒËÎ˚ F1 ÔÂÂ‰‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÛ˛
ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ. ÖÒÎË ÚÂÔÂ¸ ÔËÎÓÊËÚ¸ ÒËÎÛ F2, ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÂÍÚÓÛ dS, ÚÓ
‡ÚÓÏ˚ ·Û‰ÛÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÒËÎ˚ F2, Ë ˜ËÒÎÓ ˜‡ÒÚËˆ, ÔÂÂÒÂÍ‡˛-
˘Ëı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ dS, ÓÒÚ‡ÌÂÚÒfl ÔÂÊÌËÏ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒËÎ‡ F2 ÌÂ ÓÍ‡-
Á˚‚‡ÂÚ ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ‚ÎËflÌËfl Ì‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÏÓÎÂÍÛÎ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ÔÓ ‰Û„Û˛
ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÔÎÓ˘‡‰ÍË.
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èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÒËÎ‡ F3 Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·‡-
ÁÓÏ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ. ùÚÓ ÔÓÁ‚Ó-
ÎflÂÚ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.2) Í‡Í

F(p) = P(p)dS. (4.3)

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.3) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ÒËÎ‡ F ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì‡ ‚ÂÍÚÓÛ dS, ÚÓ
ÓÌ‡ ÌÂ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ. ùÚÓ Ó·˙flÒ-
ÌflÂÚ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ‚ „‡Á‡ı Ë ÊË‰ÍÓÒÚflı ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË.

èÂÂ‰ ÚÂÏ, Í‡Í ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í ‚˚‚Ó‰Û ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl, ‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ ÊË‰ÍÓÒÚË ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÊË‰ÍÓÒÚ¸
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ‡ ‚ÎËflÌËÂ ‚flÁÍÓÒÚË ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡ÎÓ.
ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË ‚ „‡ÁÂ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ‡-
‰ËÛÒ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÒËÎ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı Í‡Ê‰˚Ï ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚Ï ‡ÚÓÏÓÏ. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò
˝ÚËÏ, ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‡ÚÓÏÓ‚ Ò ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í
ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ „‡ÁÓ‚, ‡ÚÓÏ˚ ‚ ÊË‰ÍÓÒÚË ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl
„Ó‡Á‰Ó ·ÎËÊÂ ‰Û„ Í ‰Û„Û. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÊË‰ÍÓÒÚË Ì‡ ÚË ÔÓ-
fl‰Í‡ ·ÓÎ¸¯Â ÔÎÓÚÌÓÒÚË „‡Á‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË ‚ ÊË‰ÍÓÒ-
ÚË Ú‡ÍÓ‚˚, ˜ÚÓ ‡ÚÓÏ˚ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ Ë ÒËÎ˚ ÏÂÊ‡ÚÓÏÌÓ„Ó
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ë„‡˛Ú ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ. íÂÏ
ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò Ú‚Â‰˚ÏË ÚÂÎ‡ÏË, ÏÂÊ‡ÚÓÏÌ˚Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚ ÊË‰-
ÍÓÒÚflı ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÎËÍË, Ë ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
‚ÓÎÌ ÊË‰ÍÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í „‡Á˚, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÂ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚ¸˛.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË.
Ñ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ú‡ÍÊÂ Û‚ÂÎË˜ËÚÒfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ÔÓÒÚÂ-
ÔÂÌÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸Òfl Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË, ‡ÚÓÏ˚ Ì‡˜ÌÛÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ‚
ÒÚÓÓÌÛ Ó·Î‡ÒÚÂÈ Ò ÏÂÌ¸¯ËÏ ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ. èÓfl‚ÎÂÌËÂ ‚ ˝ÚËı Ó·Î‡ÒÚflı ÌÓ‚˚ı
˜‡ÒÚËˆ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË, Ë ˝ÚÓ ÒÌÓ‚‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‚˚Ú‡ÎÍË-
‚‡ÌË˛ ˜‡ÒÚËˆ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓ ÔÓ¯ÂÒÚ‚ËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ˝ÚÓÚ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚ÓÈ ÔÓˆÂÒÒ ÔÓfl‚ËÚÒfl Ë Ì‡ Â˘Â ·ÓÎ¸¯ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ ÚÓ„Ó ÏÂÒÚ‡, „‰Â ÓÌ
·˚Î ‚ÓÁ·ÛÊ‰ÂÌ.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÛÔÓÏflÌÛÚÓ ‡ÌÂÂ, ÏÓÎÂÍÛÎflÌ˚Â ÒËÎ˚ ÔÂÂÌÓÒflÚ ˝ÌÂ„Ë˛ ‚ÓÎÌ
‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ ÒËÎ˚. ÄÌ‡ÎÓ„Ëfl Ò ÒËÒÚÂÏÓÈ ÔÛÊËÌ Ë „ÛÁÓ‚
ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ  „ÛÁ Ë„‡ÂÚ ÓÎ¸ ‡ÚÓÏ‡, ‡ ÔÛÊËÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒËÎÛ
‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ Ï‡ÒÒ˚ ‡ÚÓÏ‡
ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â. í‡Í‡fl ÊÂ ÚÂÌ‰ÂÌˆËfl
Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ÏÂÊ‡ÚÓÏÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl.

ê‡ÌÂÂ, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸ Ì‡ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËflı, Ï˚ ÔË¯ÎË Í ‚˚‚Ó‰Û Ó
ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚË, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË, ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÓËÂÌ-
Ú‡ˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË, Ú. Â. ‰‡‚ÎÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ
ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚË:

P = P(p, ρ).

íÂÔÂ¸, ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ÒËÎ‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÂÔÂÌ‰Ë-
ÍÛÎflÌÓ ÔÎÓ˘‡‰ÍÂ dS, Ï˚ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ˝ÚÓ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl.
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÂÌ¸ÍÛ˛ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ ÔËÁÏÛ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ p (ËÒ. 4.1, ·). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔËÁÏ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË, ÒËÎ˚, ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ÂÂ ‚ÂıÌÂÂ Ë ÌËÊÌÂÂ ÓÒÌÓ‚‡ÌËfl, ‡‚Ì˚ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Ë ÔÓÚË‚Ó-
ÔÓÎÓÊÌ˚ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛. ëËÎ˚ F1, F2 Ë F3, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í ·ÓÍÓ‚˚Ï „‡-
ÌflÏ ÔËÁÏ˚, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ ˝ÚËÏ „‡ÌflÏ Ë ÎÂÊ‡Ú ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸-
ÌÓÈ ÓÒÌÓ‚‡ÌËflÏ ÔËÁÏ˚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔËÁÏ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË, ÒÛÏÏ‡
˝ÚËı ÒËÎ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, Ú.Â. ˝ÚË ÒËÎ˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ ‚ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸-
ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÒÚÓÓÌ˚ ˝ÚÓ„Ó ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl-
Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ÒÚÓÓÌ‡Ï ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ÎÂÊ‡˘Â„Ó ‚ ÓÒÌÓ‚‡ÌËË ÔËÁ-
Ï˚, ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ˝ÚË ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍË ÔÓ‰Ó·Ì˚. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒËÎ˚
F1, F2 Ë F3 ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ ‰ÎËÌ‡Ï ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÒÚÓÓÌ ÔËÁÏ˚:

F1/a = F2/b = F3/c
ËÎË

F1/ah = F2/bh = F3/ch = P,

„‰Â h – ˝ÚÓ ‚˚ÒÓÚ‡ ÔËÁÏ˚; ah, bh Ë ch – ÔÎÓ˘‡‰Ë ·ÓÍÓ‚˚ı „‡ÌÂÈ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÒÎË ÊË‰ÍÓÒÚ¸ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ‰‡‚ÎÂ-

ÌËÂ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÊË‰ÍÓÒÚË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó ‚Ó ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı Ë ÌÂ
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒËÎ˚ ÏÂÊ‡ÚÓÏÌÓ„Ó ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl Ó˜ÂÌ¸ ÒÎ‡·˚, ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÏÂÊ‰Û ‡ÚÓÏ‡ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÎËÍË ‰‡ÊÂ ‚ ÊË‰ÍÓÒÚflı, ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌÓÂ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ‡ÚÓÏÓ‚ ÌÂ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Á‡ÏÂÚÌÓ„Ó ‚ÎËflÌËfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
ÎflÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ ÒËÎ˚. ùÚÓ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó
Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: ÊË‰ÍÓÒÚ¸
ÌÂ ÏÓÊÂÚ ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡Ú¸ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÒËÎ˚, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚÓ„Ó, Í‡Í ‰ÓÎ-
„Ó ˝ÚË ÒËÎ˚ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ. èÓËÎÎ˛ÒÚËÛÂÏ ˝ÚÓ Ì‡ ‰‚Ûı ÔËÏÂ‡ı. Ç ÔÂ‚ÓÏ
ÔËÏÂÂ (ËÒ. 4.1, ‚) ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÂÏÍÓÒÚ¸, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌ‡fl Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÊË‰-
ÍÓÒÚ¸˛, ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ÓÍÛ„ Ò‚ÓÂÈ ÓÒË Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â Ì‡ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ˆËÎËÌ‰‡ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÒËÎ‡, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl ÔÓ
Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÊË‰ÍÓÒÚË. ùÚ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ÚÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÓÒÚ‡ÂÚ-
Òfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÏÓÎÂÍÛÎ‡ÏË ‚ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÏ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍË.

ÇÚÓÓÈ ÔËÏÂ ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÔÓ¯Ìfl (ËÒ. 4.1, „), ‰‚ËÊÛ˘Â„ÓÒfl
ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v, Ì‡ÔËÏÂ, ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÔËÏÂÂ, ÒËÎ˚,
ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í ·ÓÍÓ‚˚Ï ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏ ÔÓ¯Ìfl, ÌÂ ÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÌËÍ‡ÍÓ„Ó
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ ‰‚ËÊÂÌË˛. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚ¸ ÊË‰ÍÓÒÚË ÔÂÂ‰ ÔÓ¯ÌÂÏ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÔÂÂ‰
ÔÓ¯ÌÂÏ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸Òfl ÓÚ ÚÓ„Ó, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ ÒÓÒÂ‰ÌËı Ó·-
Î‡ÒÚflı. èÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ÏÓÊÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛-
˘ËıÒfl ‚Ó ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı.

íÂÔÂ¸ Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í ÓÔËÒ‡ÌË˛ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ. ùÚÓ fl‚-
ÎÂÌËÂ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÚÂÏfl ˝ÙÙÂÍÚ‡ÏË:

1) ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌÌ˚Ï ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ÏÓÎÂÍÛÎ;
2) ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ ÔÎÓÚÌÓÒÚË;
3) ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ ‰‡‚ÎÂÌËfl.
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óÚÓ·˚ ÓÔËÒ‡Ú¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ÛÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚ¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ËÁÏÂÌÂÌËflÏË ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó
‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ V0 Ò ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρ0, ËÏÂ˛˘ËÈ ÙÓÏÛ Ô‡-
‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ‰‡ (ËÒ. 4.1, ‰):

V0 = ∆x∆y∆z.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚ÌÛÚË Ë ‚ÌÂ Ó·˙ÂÏ‡ ËÏÂ˛Ú
ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ x:

s = sx(x, y, z, t)i,

Ë ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Í‡Ê‰ÓÈ ˜‡ÒÚËˆ˚ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ÓÚ Á‡‰ÌÂÈ Í ÔÂÂ‰ÌÂÈ
ÒÚÓÓÌÂ  ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ú‡ÍÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl Á‡‰Ìflfl ÒÚÓÓÌ‡ Ó·˙ÂÏ‡ ÔÂÂÏÂÒÚËÚÒfl ‚ ÌÓ-
‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË

x + sx, y, z,

„‰Â sx(x, y, z, t) – Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ÒÚÓÓÌ˚. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔÂÂ‰-
Ìflfl ÒÚÓÓÌ‡ ÔÂÂÏÂÒÚËÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

sx(x + ∆x, y, z, t)

Ë Á‡ÈÏÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË

x + ∆x + sx(x + ∆x, y, z, t).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÚÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó „‡Á‡ (ÊË‰ÍÓÒÚË) ·Û‰ÂÚ ÚÂÔÂ¸ Á‡-
ÌËÏ‡Ú¸ ÌÓ‚˚È Ó·˙ÂÏ, ‡‚Ì˚È

V = ∆y∆z[x + ∆x + sx(x + ∆x, y, z, t) – x – sx(x, y, z, t)]. (4.4)

å˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡Î, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl sx ËÁÏÂÌflÂÚÒfl
ÎËÌÂÈÌÓ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÓÌ‡ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡. ùÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸
‡ÁÌÓÒÚ¸, ÒÚÓfl˘Û˛ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (4.4), ‚ ‚Ë‰Â

sx(x + ∆x, y, z, t) – sx(x, y, z, t) = 
  

∂

∂

s

x
x ∆ı, (4.5)

„‰Â ∂sx /∂x ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ÌÛÚË
Ó·˙ÂÏ‡.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.4) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

V = ∆y∆z(∆x +   ′sx∆x) = V0[1 +   ′sx (p, t)]. (4.6)

á‰ÂÒ¸ p – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ‚ÌÛÚË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.
èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‡ÂÚ

    

V V

V
V

V

s p t

x
x

xs−
= = = ′0

0 0

∆ ∂

∂

( , ) , (4.7)
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Ú.Â. ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ x ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙-
ÂÏ‡ V0.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË

∂sx /∂x = 0,

ÚÓ Á‡‰Ìflfl Ë ÔÂÂ‰Ìflfl ÒÚÂÌÍË Ó·˙ÂÏ‡ ÒÏÂ˘‡˛ÚÒfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó, Ë Ó·˙ÂÏ ÌÂ ÏÂÌfl-
ÂÚÒfl.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ

sx(x + ∆x, y, z, t) > sx(x, y, z, t).

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, Ë, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,

∂sx /∂x > 0.

ç‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË

sx(x + ∆x, y, z, t) < sx(x, y, z, t),

ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl  Ë

∂sx /∂x < 0.

ëÚÓËÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.6) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË
Ï‡Î˚ı ËÁÏÂÌÂÌËflı Ó·˙ÂÏ‡ V0.

íÂÔÂ¸ Ï˚ „ÓÚÓ‚˚ Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ·˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ËÁÏÂÌÂ-
ÌËflÏË Ó·˙ÂÏ‡ Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ Ó·˙ÂÏ‡ı V0 Ë ∆V Á‡ÍÎ˛˜ÂÌ‡ Ó‰Ì‡
Ë Ú‡ ÊÂ Ï‡ÒÒ‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡, ËÏÂÂÏ

ρ0V0 = (ρ0 + ρa)(V0  + ∆V)

ËÎË

0 = ρ0∆V + ρaV0  + ρa∆V, (4.8)

„‰Â ρa – ÔË‡˘ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ÔÓfl‚Îfl˛˘ÂÂÒfl ËÁ-Á‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ. éÌ‡
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ  ÚÓ˜ÍË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ë ÓÚ ‚ÂÏÂÌË.

èÓÎÌ‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl

ρ( p, t) = ρ0( p, t) + ρa( p, t).  (4.9)

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Á‚ÛÍ‡ Ó·˙ÂÏ Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÏÂÌfl˛ÚÒfl
Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ, Ú.Â.

ρa <<  ρ0  Ë  ∆V << V0, (4.10)

ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï ρa∆V ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (4.8) ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸. ì‡‚ÌÂÌËÂ (4.8) ‚
˝ÚÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ‰‡ÂÚ

∆V/V0  = – ρa /ρ0.

éÚÒ˛‰‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.7), ÔÓÎÛ˜ËÏ

ρa /ρ0 = – ∂sx /∂x. (4.11)

ç‡¯‡ ÔÂ‚‡fl Á‡‰‡˜‡, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë-
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ÎË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔË‡˘ÂÌËÂÏ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ. ç‡ÎË-
˜ËÂ ÁÌ‡Í‡ ÏËÌÛÒ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.11) ÏÓÊÌÓ ÎÂ„ÍÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸.
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÒÊ‡ÚËÂ Ó·˙ÂÏ‡, ÚÓ ∂sx /∂x < 0, ÌÓ Ó·˙ÂÏÌ‡fl
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ρa > 0. à Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË ÔÓËÒ-
ıÓ‰ËÚ ‡Ò¯ËÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡, ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂sx /∂x fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ,
ÌÓ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl,  Ë ρa < 0.

ëÇüáú åÖÜÑì ÑÄÇãÖçàÖå à èãéíçéëíúû

ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‰ÓÎÊÌÓ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ Í
ËÁÏÂÌÂÌË˛ ‰‡‚ÎÂÌËfl. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ ‰‡‚ÎÂÌËfl P(ρ) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ:

P(ρ) = P(ρ0 + ρa) = P(ρ0) + Pa.  (4.12)

á‰ÂÒ¸ P(ρ0)  – ˝ÚÓ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÓÒÚÓflÌË˛ ‡‚ÌÓ-
‚ÂÒËfl, ‡ Pa – ÔË‡˘ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË
x. ê‡ÁÎ‡„‡fl ÙÛÌÍˆË˛ P(ρ) ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

ρa << ρ0,

ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸ ‚ÒÂÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË ‡ÁÎÓÊÂÌËfl, ÍÓÏÂ ÔÂ‚Ó„Ó. íÓ„‰‡

P(ρ0 + ρa) = P(ρ0) + 
  

∂
∂ρ
ρP

a. (4.13)

á‰ÂÒ¸ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl

∂P/∂ρ = P′(ρ0)

ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔË
ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ

ρ = ρ0.

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (4.12) Ë (4.13) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

Pa = αρa

Ë

α = ∂P/∂ρ, ÂÒÎË  ρ = ρ0. (4.15)

è‡‡ÏÂÚ α Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı Ù‡ÍÚÓÓ‚, Ú‡ÍËı, Ì‡ÔËÏÂ, Í‡Í ÚÂÏ-
ÔÂ‡ÚÛ‡ Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ‚ÎËfl˛˘Ëı Ì‡ ÒÓÒÚÓflÌËÂ „‡Á‡ ËÎË ÊË‰ÍÓÒÚË. ä‡Í ·Û‰ÂÚ
ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ÌËÊÂ, ˝ÚÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Á‚ÛÍÓ-
‚˚ı ‚ÓÎÌ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ ÔË‡˘ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÔflÏÓ
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÔË‡˘ÂÌË˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚Â˘ÂÒÚ‚‡. Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ˆÂÎÂÒÓ-
Ó·‡ÁÌÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË‡˘ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ‚ÓÎÌ˚, Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ:

ρa <<  P(ρ0), (4.16)
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‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ˝ÚÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl ˜‡ÒÚÓ ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ ‰ÂˆË·ÂÎ‡ı, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl-
˛ÚÒfl Í‡Í

    
I

P

P
a

r

= 20 log  ‰Å, (4.17)

„‰Â
Pr = 2⋅10–10 ·‡  ËÎË  Pr = 2⋅10–5 è‡.
í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ÔË‡˘ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl

Pa = 2⋅10–7 ·‡,

ÚÓ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ I ‡‚Ì‡ 60 ‰Å, ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „ÓÏÍÓÏÛ Á‚ÛÍÛ.
ùÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡ÎÓ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ‰‡‚ÎÂ-
ÌËÂÏ P(ρ0) ≈ 1 ·‡. ùÚÓ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Û˜ËÚ˚‚‡ÎÓÒ¸ ÔË ‚˚‚Ó‰Â ‰‚Ûı ‚‡ÊÌ˚ı
ÙÓÏÛÎ, ‡ ËÏÂÌÌÓ (4.11) Ë (4.14):

    
ρ ρ

∂

∂
a

x

x

s
= − 0  # Ë  Pa = αρa.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó·Â ˝ÚË ÙÓÏÛÎ˚, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û
ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ sx Ë ÔË‡˘ÂÌËÂÏ ‰‡‚ÎÂÌËfl Pa:

    
P p ta

xs

ı
( , ) = −αρ

∂

∂
0 . (4.18)

àÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ıÓÓ¯Ó ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ‡Ò¯ËÂÌËË, ÍÓ„‰‡
∂sx /∂x > 0, ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ô‡‰‡ÂÚ, Ë ˝ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ËÏÂÌÌÓ ·Î‡„Ó‰‡fl ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛
ÔÎÓÚÌÓÒÚË. à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÔË ÒÊ‡ÚËË ‚Â˘ÂÒÚ‚‡, ÍÓ„‰‡ ∂sx /∂x < 0, ‰‡‚ÎÂÌËÂ
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. ÄÌ‡ÎÓ„Ëfl ÏÂÊ‰Û Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (4.18) Ë Á‡ÍÓÌÓÏ ÉÛÍ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â
ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÛÊËÌ Ó˜Â‚Ë‰Ì‡. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ∂sx /∂x ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ
‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (4.18) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰‚Â ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË: Pa(p, t) Ë sa(p, t).
óÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Á‡‰‡Ú¸, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ, Â˘Â Ó‰ÌÓ
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ V. èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. ÑÓ ÒËı
ÔÓ Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ sa(p, t)
·˚ÎÓ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl
∂sx /∂x, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρa Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ P0 ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ ‚ÌÛÚË ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡:

    

∂

∂

s

x
x C= 1,       ρa C= 2 ,       P Ca = 3.

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËË,
ÍÓ„‰‡ Ì‡ Â„Ó ÔÂÂ‰Ì˛˛ Ë Á‡‰Ì˛˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ‰‡‚ÎÂ-
ÌËÂ.

ìêÄÇçÖçàü ÑÇàÜÖçàü

àÁÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÌÛ-
ÚË ÌÂ„Ó ÙÛÌÍˆËË ∂sx /∂x, ρa, Pa  Ë sx Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ x. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡,
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˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚È Ó·˙ÂÏ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÒÊ‡ÚËfl Ë ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x
(ËÒ. 4.1, ‰). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, Ë

Pa > 0.

ëËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Á‡‰Ì˛˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡, ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÛ
ÌÂÌÛÎÂ‚Û˛ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ Fx:

    
F x y z t P x y z t dSx a

x x
−






 = −








∆ ∆

2 2
, , , , , , ,      (4.19)

„‰Â Pa – ‰‡‚ÎÂÌËÂ; dS = dydz;  x – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ.
Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl

‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÛ˛ ÔÂÂ‰ ÌËÏ ÒÂ‰Û. Ç Ò‚Ó˛
Ó˜ÂÂ‰¸, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂÚ¸Â„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ÒÂ‰˚ Ì‡ ÔÂ-
Â‰Ì˛˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ Ú‡ÍÊÂ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ÒËÎ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ
ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ ÒËÎ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡ÍÓÏ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÂ ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡

    
F x y z t P x y z t dSx a

x x
+






 = − +








∆ ∆

2 2
, , , , , , .      (4.20)

ÑÎfl ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ÒËÎ˚ ËÏÂÂÏ

    
F F x y z t F x y z tx x x

x x
= −






 + +








∆ ∆

2 2
, , , , , ,      

ËÎË

    
F P x y z t P x y z t dSx a a

x x
= −











− +










∆ ∆

2 2
, , , , , , .      (4.21)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ ‡Ò¯ËflÂÚÒfl Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔË‡˘ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl Pa fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï (ËÒ. 4.1, Â). èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒËÎ‡, ÔËÎÓÊÂÌÌ‡fl Í Á‡‰ÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·˙ÂÏ‡, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ Í Ì‡-
˜‡ÎÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ËÏÂÂÏ

    
F x y z t P x y z t d sx a

x x
−






 = −






 <

∆ ∆

2 2
0, , , , , , # .      

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÒÌÓ‚‡ ÔËÏÂÌflfl ÚÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡, Á‡ÏÂ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ
ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ˝ÚÓÈ ÒËÎ˚ Ì‡ ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·˙ÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
F x y z t P x y z t d sx a

x x
+






 = − +






 >

∆ ∆

2 2
0, , , , , , #      ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

Pa < 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡‚ÌflÂÚÒfl
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F P x y z t P x y z t dSx a a

x x
= −











− +










∆ ∆

2 2
, , , , , , .      (4.22)

ë‡‚ÌË‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.21) Ë (4.22), ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡
‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı Í ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÏÛ Ó·˙ÂÏÛ, ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚËÔ‡
‰ÂÙÓÏ‡ˆËË.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ dx Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ÒËÎ‡ Fx

ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÍÂ ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÓÌ‡ÏË Ó·˙ÂÏ‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ, Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ∂sx /∂x ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Ó·˙ÂÏ‡ Ú‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ.
èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ sx ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:

sx(x, y, z, t) = a0 + a1x + a2x
2 (4.23)

Ë

  

∂

∂

s

x
x  = a1 + 2a2x.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (4.11) Ë (4.14), ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρa Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa

‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl.
á‡ÔË¯ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‰Îfl Ì‡¯Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl:

    
m F

s

t

x
x

∂

∂

2

2
= , (4.24)

„‰Â
m = ρ∆ x∆y∆ z = ρ0dS∆ x

Ë Fx Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘Û˛ ÒËÎÛ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙-
ÂÏ V.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (4.21) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.24) ÔË‚Ó‰ËÚ Í

    
∆

∆ ∆
x P x y z t P x y z t

s

t

x xx
a aρ

∂

∂
0

2

2 2 2
= − +











+ −










, , , , , ,      . (4.25)

èË ‚˚‚Ó‰Â ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ ÔË‡˘ÂÌËÂ
ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ, ρa << ρ0, Ë ˜ÚÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÒËÎ˚, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚflÏ Ó·˙ÂÏ‡, ‚ÎËfl˛Ú Ì‡ Â„Ó ‰‚ËÊÂÌËÂ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, Ï˚ ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÎË ‚ÎËflÌËÂ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÒËÎ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰‡‚ÎÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x, ‡ÁÎÓ-
ÊÂÌËÂ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ÙÛÌÍˆËË ÔË‡˘ÂÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl ‰‡ÂÚ

    
P x y z t P x y z ta a

ax P

x

x
+






 = +

∆ ∆

2 2
, , , ( , , , )      

∂

∂

Ë     (4.26)

    
P x y z t P x y z ta a

ax P

x

x
−






 = −

∆ ∆

2 2
, , , ( , , , )      

∂

∂
.

á‰ÂÒ¸ Pa(x, y, z, t) – ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ˆÂÌÚ‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙Â-
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Ï‡, ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂Pa /∂x ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl Ò ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂÏ.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.26) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.25), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
ρ ∂

∂

∂

∂
0

2

2

s

t

P

x
x a= − . (4.27)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌˆËÔ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ (4.11), ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂ (4.14) ÏÂÊ‰Û ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ Pa Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρa, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÚÓÓÈ Ë ÚÂÚËÈ
Á‡ÍÓÌ˚ ç¸˛ÚÓÌ‡, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ë ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl:

    

∂

∂ αρ

s

x
x

aP= − 1

0
   Ë    

    

∂

∂ ρ

∂

∂

2

2
0

1s

t

P

x
x a= − . (4.28)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ x ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚ÚÓÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ, ËÒÍÎ˛˜ËÏ ˜ÎÂÌ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ ‰‡‚ÎÂÌËÂ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ
ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl:

    

∂

∂ α

∂

∂

2

2

2

2

1s

x

s

t

x x=   ËÎË  
    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1s

x c

s

t

x x= , (4.29)

„‰Â

    
α ρ ρ∂

∂ρ
= =c P2 , ÂÒÎË = 0. (4.30)

ì‡‚ÌÂÌËÂ (4.29) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ‰Îfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ‚ÓÎÌ˚
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c. ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ x
Ë, Á‡ÚÂÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÙÓÏÛÎÛ (4.18), ÔÓÎÛ˜ËÏ  ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ‰‡‚ÎÂ-
ÌËfl P0:

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1Pa

x c

P

t

a= . (4.31)

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.14), ÔË‡˘ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρa( p, t) Ú‡ÍÊÂ
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÙÛÌÍˆËË

ρa, Pa, xs  Ë  ∂xs /∂x,

ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ Á‚ÛÍ‡, fl‚Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl, Ú.Â. Ëı ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï.

ëàçìëéàÑÄãúçõÖ Çéãçõ

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÎÌÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÓÔÂ‰Â-
Îfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:

sx(x, t) = Acosω
  

t x
c

−







 (4.32)
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Ë
c = 347 Ï/Ò.

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ÒÎ˚¯ËÏ˚È Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË

20 Éˆ < f < 20⋅103 Éˆ.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰ÎËÌ‡ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ‚ÓÎÌ˚

λ = ÒT = c/f = 2πc/ω

ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı

1,7⋅10–2 Ï < λ < 17,4 Ï.

ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ˜‡ÒÚÓÚ‡  f = 103 Éˆ, ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚

λ = 0,35 Ï.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‡ÁÏÂ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â Ú‡ÍËı ı‡‡ÍÚÂÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚. Ç Ì‡¯ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â (λ = 0,35 Ï) ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ ∆x, ÍÓÚÓÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÎË¯¸ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÔËÏÂÌÓ Ó‰ÌÓÏÛ-‰‚ÛÏ Ò‡ÌÚË-
ÏÂÚ‡Ï. ùÚË ‚ÂÎË˜ËÌ˚, ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, Ì‡ ÏÌÓ„Ó ÔÓfl‰ÍÓ‚ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ÒÂ‰Ìflfl
‰ÎËÌ‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓ·Â„‡ ÏÓÎÂÍÛÎ (10–7 Ï). ÅÎ‡„Ó‰‡fl ˝ÚÓÏÛ, ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Á‚ÛÍ‡ „‡Á˚ Ë ÊË‰ÍÓÒÚË ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚Â ÒÂ‰˚.

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÓˆÂÌËÚ¸ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚ¸, ‚ÂÌÂÏÒfl Í
ÙÓÏÛÎÂ (4.18). ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.32), ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔË-
Ò‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

    
P ta

A
c

x
c

= − −







αρ ωω

0 sin . (4.33)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‰‡‚ÎÂÌËfl B ‡‚ÌflÂÚÒfl

B = cρ0ωA, (4.34)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

α = c2.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ, ˜ÚÓ Á‚ÛÍ Ó˜ÂÌ¸ ÒËÎ¸Ì˚È. èÓÎ‡„‡fl B = 120 ‰Å,
ËÏÂÂÏ

    
120 20

2 10 10
=

⋅ −
log Pa

Å
   ËÎË  

    
Pa = ⋅ −2 10 4 Å = 20 ç

Ï

Ë ÔË ˜‡ÒÚÓÚÂ f = 103 Éˆ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
A B

c
= =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ρ ω π0
3

20

347 1 2 2 10,
 .  10–5  Ï.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‡ÊÂ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ó˜ÂÌ¸ „ÓÏÍÓ„Ó Á‚ÛÍ‡, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÒÏÂ-
˘ÂÌËÂ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡ÎÓ.
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Ç ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Á‚ÛÍ Ú‡ÍÓÈ ÚËıËÈ, ˜ÚÓ Â„Ó Ò ÚÛ‰ÓÏ
ÏÓÊÌÓ ÛÒÎ˚¯‡Ú¸, ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‡‚ÌflÂÚÒfl

Pa = 20 ‰Å  ËÎË  Pa = 2⋅10–9 ·‡.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.34), ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔË
ÚÓÈ ÊÂ ˜‡ÒÚÓÚÂ  f = 103 Éˆ  ‡‚ÌflÂÚÒfl

A ≈ 10–10 Ï.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂ˚ ‡ÚÓÏÓ‚ ËÏÂ˛Ú ÔÓfl‰ÓÍ Í‡Í ‡Á 10–10 Ï,
˜ÚÓ Ì‡„Îfl‰ÌÓ ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÚ Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ˜Û‚ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ì‡¯Â„Ó ÒÎÛı‡.

Ç ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‰‚ËÊÂÌËÂ ÏÓÎÂÍÛÎ fl‚ÎflÂÚÒfl ı‡ÓÚË˜Ì˚Ï, Ó‰Ì‡ÍÓ
ÔË ÔÓfl‚ÎÂÌËË ‚ÓÎÌ˚ ÓÌË Ú‡ÍÊÂ ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú ÌÂ·ÓÎ¸¯Û˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ ÒÍÓ-
ÓÒÚË ËÎË ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË x, ËÎË ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. ùÚÓ
ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÏ ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡, ÍÓÚÓ˚È ‰‚ËÊÂÚ-
Òfl Í‡Í Ó‰Ì‡ ˜‡ÒÚËˆ‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‚ËÊÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËË ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ı‡ÓÚË˜Ì˚Ï ‰‚ËÊÂÌËÂÏ Â„Ó ÏÓÎÂÍÛÎ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ
ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ ÌÂ ËÏÂ˛Ú ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ú‚Â‰˚ı ÚÂÎ Ë ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ, ÏÓÎÂÍÛÎ˚ „‡Á‡ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÒÂ‰-
ÌÂÏ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰‡ÎÂÍÓ ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ÔÂÂÌÓÒ ÛÒËÎËfl,
ÏÓÏÂÌÚ‡ Ë ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ Á‡ Ò˜ÂÚ ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËfl ÏÓÎÂÍÛÎ.
èÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ‡ÁÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÂ‰ÌÂÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÏÓÎÂÍÛÎ˚ vm Ë ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ Á‚ÛÍ‡ c ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ Ú‡ÍÓÈ ÛÊ ·ÓÎ¸¯ÓÈ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‚ÒÂ„‰‡ ‚˚ÔÓÎÌfl-
ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:

vm > c.
ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.32), ÒÍÓÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡

(˜‡ÒÚËˆ˚)

vx(x, t) = – Aωsinω(t – x/c). (4.35)

C‡‚ÌÂÌËÂ Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (4.33) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ

v/c = Pa /αρ0  ËÎË  v = Pa/cρ0. (4.36)

èÓıÓÊÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‡ÌÂÂ ‰Îfl ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl
‚ ÔÛÊËÌÂ.

ÖÒÎË, Í‡Í Ë ‡Ì¸¯Â, ÔËÌflÚ¸, ˜ÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ËÏÂÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯Û˛ ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰Û:

Pa = 120 ‰Å  ËÎË  Pa = 20 ç/Ï2,

ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÍÓÓÒÚË v ·Û‰ÂÚ ËÏÂÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌÛ

    
v = ≈ ⋅

⋅
−20

347 1 22
4 7 10 2

,
, Ï/Ò.

Ç ÒÎÛ˜‡Â ÒÎ‡·Ó„Ó ÒË„Ì‡Î‡, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË

Pa = 20 ‰Å  ËÎË  Pa = 2⋅10–4 ç/Ï2,

ËÏÂÂÏ
v = 4,7⋅10–7 Ï/Ò.
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‚ËÊÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡-
ÌÂÌËÂÏ Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡Î˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË,
ÍÓÚÓ˚Â ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚:

vm > c >>  v . (4.37)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÒÂ‰Ìflfl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÏÓÎÂÍÛÎ Ò‡‚ÌËÏ‡ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ ÒÓ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ c:

vm ≈ 1,7 c. (4.38)

èË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Á‚ÛÍ‡ ‚ „‡ÁÂ ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÁÓÌ˚ ‡ÒÚflÊÂ-
ÌËfl Ë ÒÊ‡ÚËfl, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÓÌËÊÂÌËÂ Ë ÔÓ‚˚-
¯ÂÌËÂ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚.

èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡ ÚÂÔÎ‡ ÓÚ ÁÓÌ ÒÊ‡ÚËfl
Í ÁÓÌ‡Ï ‡ÒÚflÊÂÌËfl. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚Â ÔË˜Ë-
Ì˚, ‚ ÒËÎÛ ÍÓÚÓ˚ı Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÂÌÂ·Â˜¸ Ó·ÏÂÌÓÏ ÚÂÔÎ‡ ÏÂÊ‰Û ·ÓÎÂÂ Ì‡-
„ÂÚ˚ÏË Ë ÓıÎ‡Ê‰ÂÌÌ˚ÏË Ó·Î‡ÒÚflÏË ‚ „‡ÁÂ. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
˝ÚËÏË Ó·Î‡ÒÚflÏË ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÒÂ‰Ì˛˛ ‰ÎËÌÛ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓ·Â„‡
(ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔÓ·Â„‡ÂÏÓÂ ÏÓÎÂÍÛÎ‡ÏË ÏÂÊ‰Û ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËflÏË). à,
‚Ó-‚ÚÓ˚ı, Û˜ËÚ˚‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ‰ËÙÙÛÁËË, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÚÂÏ-
ÔÂ‡ÚÛ‡ Í‡Ê‰Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ·˚ÒÚÓ, ‰‡ÊÂ
ÔË ˜‡ÒÚÓÚÂ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓfl‰Í‡ 20 Éˆ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓˆÂÒÒ ÒÊ‡ÚËfl Ë ‡ÒÚfl-
ÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ ËÁÓÚÂÏË˜ÂÒÍËÏ, ‡ ÒÍÓÂÂ ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍËÏ.

àÏÂfl ˝ÚÓ ‚ ‚Ë‰Û, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÓˆÂÌÍÛ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚. ëÓ-
„Î‡ÒÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (4.30), ËÏÂÂÏ

    
c P= ∂ ∂ρ ρ ρ/ ,  ÂÒÎË = 0 . (4.39)

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÊ‡ÚËÂ Ë ‡ÒÚfl-
ÊÂÌËÂ ÔÓËÒıÓ‰flÚ Ú‡Í ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl.  ëÓ„Î‡ÒÌÓ Á‡ÍÓÌÛ ÅÓÈÎfl – å‡ËÓÚÚ‡,

    

P
P

V

V
m

m0

0

0 0
= = =

ρ

ρ ρ

ρ
,

„‰Â m – Ï‡ÒÒ‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.
èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    

P P

P
a a0

0

0

0

+ += ρ ρ

ρ
.

éÚÒ˛‰‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ

    

P

P
a a

0 0
= ρ

ρ
   ËÎË  

    
Pa a

P= 0

0ρ
ρ . (4.40)

ë‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Ò ÙÓÏÛÎÓÈ (4.14) ‰‡ÂÚ

α = P0/ρ0  Ë  c = 
    

P0 0/ρ . (4.41)
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èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ ˝ÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ì‡ ÛÓ‚ÌÂ ÏÓfl P0 ≈      
≈ 105 è‡ Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ0 = 1,2 Í„/Ï3, ÔÓÎÛ˜ËÏ

Ò ≈ 290 Ï/Ò.

ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â ÚÓ-
„Ó, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÂ.

ÇãàüçàÖ íÖåèÖêÄíìêõ çÄ ëäéêéëíú Çéãçõ

çÂÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÈ ‚˚¯Â ÚÂÓËÂÈ Ë ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚÓÏ
‚ÔÂ‚˚Â Ó·Ì‡ÛÊËÎ ã‡ÔÎ‡Ò. éÌ Á‡ÏÂÚËÎ, ˜ÚÓ ·˚ÒÚ˚Â ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Á‚ÛÍÓ‚ÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÒÓÔÓ-
‚ÓÊ‰‡˛ÚÒfl ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚. ç‡ÔËÏÂ, Í‡Í ÛÊÂ ÛÔÓÏËÌ‡ÎÓÒ¸, ÂÒÎË
Ó·˙ÂÏ ÒÊËÏ‡ÂÚÒfl, ÚÓ Â„Ó ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‡ÒÚÂÚ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸ ÔÓ ‰‚ÛÏ ÔË˜ËÌ‡Ï. èÂ‚‡fl ÔË˜ËÌ‡ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡. èË ˝ÚÓÏ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ „‡Á‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ë ‚ÒÂ ·ÓÎ¸¯Â
ÒÚÓÎÍÌÓ‚ÂÌËÈ ÏÓÎÂÍÛÎ ÔËıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ÔÎÓ˘‡‰Ë ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË. ÇÚÓ‡fl ÔË˜ËÌ‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ Ë, ÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÏÓÎÂÍÛÎ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰‚ËÊÂÌËfl
(ËÏÔÛÎ¸Ò) ÏÓÎÂÍÛÎ ÔË ˝ÚÓÏ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl,  ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ.

ê‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.41) ·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ Á‡ÍÓÌ‡ ÅÓÈÎfl – å‡ËÓÚÚ‡, ‚ ÍÓÚÓÓÏ
Û˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚‡fl ÔË˜ËÌ‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl ‰‡‚ÎÂÌËfl  – Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ
ÔÎÓÚÌÓÒÚË. èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÍÓÌÓÏ ÅÓÈÎfl – å‡ËÓÚÚ‡ ‚
ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ ÔÓˆÂÒÒÓ‚
ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó Ó·ÏÂÌ‡ ÏÂÊ‰Û ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï Ó·˙ÂÏÓÏ Ë ÓÍÛÊ‡˛˘ËÏ „‡ÁÓÏ.
äÓÌÂ˜ÌÓ, ˝ÚÓÚ Á‡ÍÓÌ ÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌflÚ¸ Ë ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÔÓˆÂÒÒ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË
fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÓÚÂÏË˜ÂÒÍËÏ, Ú.Â. ÍÓ„‰‡ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ‚ÓÓ·˘Â ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl.

íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ‚ ·ÓÎ¸¯ËÌÒÚ‚Â ÒÎÛ˜‡Â‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Á‚ÛÍÓ‚˚ı ‚ÓÎÌ ËÁ-
ÏÂÌÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ·˚ÒÚÓ, ˜ÚÓ ÚÂÔÎÓ, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ
‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ, ÌÂ ÛÒÔÂ‚‡ÂÚ Ó·ÏÂÌË‚‡Ú¸Òfl. àÏÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÒÊ‡ÚËfl
‰‡‚ÎÂÌËÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‰Ó ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ, ˜ÂÏ ˝ÚÓ ÔÂ‰ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÍÓ-
ÌÓÏ ÅÓÈÎfl – å‡ËÓÚÚ‡. à Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÔË ‡ÒÚflÊÂÌËË ËÁ-Á‡ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËfl ÍËÌÂ-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ô‡‰ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ Á‡ÏÂÚÌ˚Ï.

í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍËÏ, Ë ã‡ÔÎ‡Ò ÔÂ‰ÎÓÊËÎ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (Á‡ÍÓÌ‡ ÅÓÈÎfl – å‡ËÓÚÚ‡)

P/P0 = ρ/ρ0

ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ:

P/P0 = (ρ/ρ0)
γ, (4.42)

„‰Â γ – Ô‡‡ÏÂÚ „‡Á‡.
èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    

1 1
0 0

+ = +










P

P
a aρ

ρ

γ

. (4.43)
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ρa /ρ0 << 1, Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.43) ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚
fl‰ íÂÈÎÓ‡. íÓ„‰‡

    

P

P

Pa a
a aP

0 0

0

0
= =γ γ ρρ

ρ ρ
ËÎË  .

ë‡‚ÌË‚‡fl ˝ÚÛ ÙÓÏÛÎÛ Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (4.14), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÌÓ‚ÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
‰Îfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ α:

    
α γ

ρ
= P0

0
, (4.44)

Ë ÌÓ‚ÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË:

    

c P
= γ

ρ
0

0

. (4.45)

ÖÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸

γ = 1,402,

ÚÓ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌflÚ¸Òfl

    

c P
= ≈γ

ρ
0

0

343 Ï/Ò,

˜ÚÓ Ó˜ÂÌ¸ ·ÎËÁÍÓ Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡Ï ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡.

ëàëíÖåÄ ìêÄÇçÖçàâ Ç íêÖïåÖêçéå ëãìóÄÖ

ÑÓ ÒËı ÔÓ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ Û ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ (˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó
Ó·˙ÂÏ‡) ÂÒÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡: sx. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ
ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÍÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl s ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ:

s(p, t) = sxi + sy j + szk. (4.46)

á‰ÂÒ¸ i, j Ë k – Â‰ËÌË˜Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚, Á‡‰‡˛˘ËÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı
ÓÒÂÈ.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (4.7) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙Â-
Ï‡, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

∆Vx /V0 = ∂sx /∂x.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ‰Û„Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ ÔË‚Ó‰flÚ Í ÒÎÂ-
‰Û˛˘ËÏ ËÁÏÂÌÂÌËflÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡:

∆Vy /V0 = ∂sy /∂y Ë ∆Vz /V0 = ∂sz /∂z.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡, ÌÓÏ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ Ì‡ Â„Ó Ì‡-
˜‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ‡‚ÌflÂÚÒfl
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∆ ∆ ∆ ∆V
V

V V V

V
x y z

0 0
=

+ +

ËÎË

∆V/V0 = ∂sx /∂x + ∂sy /∂y + ∂sz /∂z. (4.47)

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ (ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3), ÒÛÏÏ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚
Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‰Ë‚Â„ÂÌˆË˛ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl s:

div s = ∆V/V0. (4.48)

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ divs ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡,
‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ÎË·Ó ÒÊ‡ÚËÂÏ, ÎË·Ó ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ.

Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÔÓÎÂÁÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:
‡) ‚ div s ÒÓ‰ÂÊ‡ÚÒfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËÈ (4.47), Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰Ë‚Â„ÂÌ-

ˆËfl ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı, „‰Â ˝ÚË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚Û˛Ú;

·) ÙÛÌÍˆËfl div s ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÎ‡Ú‡ˆËÂÈ (‚ÒÂÒÚÓÓÌÌËÏ ‡Ò¯ËÂÌË-
ÂÏ), ıÓÚfl ÓÌ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Í‡Í ‡ÒÚflÊÂÌËÂ ∆V/V0 > 1, Ú‡Í Ë ÒÊ‡ÚËÂ ∆V/V0 < 1.
ëÎÂ‰Ûfl ˝ÚÓÈ ÚÂÏËÌÓÎÓ„ËË, ‚ÓÎÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‚˚Á˚‚‡˛Ú ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡,
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÓÎÌ‡ÏË ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË. èËÏÂÓÏ Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‚ÛÍ;

 ‚) Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.48) ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ÔËÎÓÊÂÌËË 3, ‰Ë‚Â„ÂÌˆËfl ‚ÂÍ-
ÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Â„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ Î˛·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú divs
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÁÏÂÌÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡.

é·Ó·˘ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë ‰‡‚-
ÎÂÌËÂ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÒÌÓ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÔËÌˆËÔ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚:

(V0 + ∆V)(ρ0 + ρa) = ρ0V0

ËÎË
∆V/V0 = – ρa/ ρ0, (4.49)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ρa /∆V <<   1.
éÚÒ˛‰‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (4.48), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
div s = – ρa /ρ0, (4.50)

„‰Â ρa  – ÔË‡˘ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËflÏË Ó·˙ÂÏ‡.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡¯‡ ÔÂ‚‡fl Á‡‰‡˜‡ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌÓÈ, Ë ‡‚ÂÌÒÚ-

‚Ó (4.11) ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (4.50), ÍÓÚÓÓÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ë ‚
ÚÂıÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ‚˚-
Á‚‡ÌÌ˚Â ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ˚, Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚, ÙÓÏÛÎ‡ (4.14), Ò‚flÁ˚‚‡˛-
˘‡fl ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ·ÂÁ ËÁÏÂÌÂÌËÈ, Ú.Â.

Pa = αρa Ë  α = ∂P/∂ρ,

ÂÒÎË  ρ = ρ0. (4.51)
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ëÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ (4.27):

    
ρ ∂

∂

∂

∂
0

2

2

s

t

P

x
x a= − . (4.52)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ‰Îfl ‰‚Ûı ‰Û„Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ËÏÂÂÏ

    
ρ ρ

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
0

2

2 0

2

2

s

t

P

y

s

t

P

z
y a z a= − = −    Ë . (4.53)

ìÏÌÓÊ‡fl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.52) – (4.53) Ì‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Â‰ËÌË˜Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ-
˚ i, j Ë k, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
ρ ∂

∂
0

2

2

s
t

Pa= −grad . (4.54)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ ‚ ‚ÂÍÚÓÌÓÈ
ÙÓÏÂ. àÁ ÌÂ„Ó ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÛÒÍÓÂÌËÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÓ ÚÛ‰‡, „‰Â Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ï‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl.

èË ‚˚‚Ó‰Â ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ
‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ÒËÎ˚, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í Â„Ó „‡ÌflÏ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔË-
ÌËÏ‡ÎËÒ¸ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÒËÎ˚. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ‚ Ó·˘ÂÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ë ‰Û„ËÂ ÒËÎ˚, Ì‡ÔËÏÂ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â. íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ
Û‡‚ÌÂÌËfl (4.54) ·Û‰ÂÏ ËÏÂÚ¸

      
ρ ρ∂

∂
0

2

2 0
s g

t
Pa= − +grad , (4.55)

„‰Â ‚ÂÍÚÓ g Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÔÓÎÂ.
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÔÂˆË-

‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡Â‚, ˜ÚÓ ‚ÎËflÌËÂ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡ÎÓ.
íÓ„‰‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ Á‚ÛÍ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ ËÁ ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

div s = – ρa/ρ0,  Pa = αρa, 
      
ρ ∂

∂
0

2

2

s
t

Pa= −grad ,  (4.56)

ÍÓÚÓ˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ Á‡ÍÓÌ˚:
1) ÔËÌˆËÔ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚;
2) ÎËÌÂÈÌÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÓÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÓÚÌÓ-

ÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ï‡Î˚;
3) ‚ÚÓÓÈ Ë ÚÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ˚ ç¸˛ÚÓÌ‡.

4.2. ÇéãçéÇéÖ ìêÄÇçÖçàÖ à ÉêÄçàóçõÖ ìëãéÇàü
Ñãü Çéãç ÑàãÄíÄñàà

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ÔË¯ÎË Í Û‡‚ÌÂÌËflÏ (4.56), ÍÓÚÓ˚Â Ò‚flÁ˚-
‚‡˛Ú ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÔË‡˘ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρa, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa. èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË‡˘ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρa, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ˚,
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Ó·˚˜ÌÓ ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ËÌÚÂÂÒ‡, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ˝ÚÛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ËÁ
ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚. íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ  (4.56) ÔÓÎÛ˜ËÏ

div s = – CPa ,    
      
ρ ∂

∂
0

2

2

s
t

Pa= −grad , (4.57)

„‰Â ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ C Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚ¸˛ Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ
ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡ ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË ‰‡‚ÎÂÌËfl Ì‡ Ó‰ÌÛ Â‰ËÌËˆÛ. ÑÎfl ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡ÎÓ. ë‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl
Ó„ÓÏÌÓÂ ÒÓÔÓÚË‚ÎÂÌËÂ Í ËÁÏÂÌÂÌËflÏ Ó·˙ÂÏ‡. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÊË‰ÍÓÒÚË ÌÂ
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏ˚ÏË Ë ÏÓ„ÛÚ ÔÂÚÂÔÂ‚‡Ú¸ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÁ-
ÏÂÌÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ ÔË ‚˚ÒÓÍÓÏ ‰‡‚ÎÂÌËË. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ‚Ó‰Â
‰ÓÒÚË„‡ÂÚ 1000 ‡ÚÏ, ÂÂ Ó·˙ÂÏ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔËÏÂÌÓ Ì‡ 5 %. à Ì‡Ó·ÓÓÚ,
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ Á‚ÛÍ‡ ‚ ÊË‰ÍÓÒÚflı ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡ÎÓÈ ‰Ë-
Î‡Ú‡ˆËÂÈ.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.56),

C = 1/αρ0, (4.58)

Ë ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‚ ÊË‰ÍÓÒÚflı ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ

C ≈ 4⋅10–10 è‡–1.

Ç‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ‚ÂÎË˜ËÌÛ, Ó·‡ÚÌÛ˛ ÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚË:

K = 1/ë = αρ0, (4.59)

ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ÛÎÂÏ ÒÊ‡ÚËfl Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„ÓÏ ÛÔÛ„Ó„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡
∗E  ÔÛÊËÌ˚.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.57) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

Pa = – Kdiv s. (4.60)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ‡Ì‡ÎÓ„ Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ ‰Îfl „‡ÁÓ‚ Ë
ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ.

ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.57) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰‚‡ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı: ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂ-
ÌËÂ Pa Ë ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰Ë‚Â„ÂÌˆËË (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂ-
ÌËÂ 3), ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÔÓÎfl ÒÏÂ-
˘ÂÌËÈ s.

ÇéãçéÇéÖ ìêÄÇçÖçàÖ Ñãü ÑÄÇãÖçàü à ëåÖôÖçàü

íÂÔÂ¸ ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò Ó‰ÌÓÏÂÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ. ÅÂfl ‰Ë‚Â„ÂÌˆË˛ ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ ‚ÚÓÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl (4.57), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      

∂
∂ ρ

2

2t
Padiv divgrad s = – 1

0
. (4.61)

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚˚‚Ó‰ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÂ‰-
ÔÓÎÓÊÂÌËË Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Â„ÛÎflÌÓÈ ÚÓ˜ÍË fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÈ, Ú.Â.
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ρ0 = const.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3),

div grad Pa = ∇2Pa,

Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.61) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

∇2Pa = –ρ0
      

∂

∂

2

2t
div s . (4.62)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (4.57), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl
‰‡‚ÎÂÌËfl ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â:

    
∇ =2 0

2

2
Pa

a

K

P

t

ρ ∂

∂
ËÎË

    
∇ =2

2

2

2

1P
c

P

t

∂

∂
. (4.63)

á‰ÂÒ¸ ‚ÏÂÒÚÓ Pa ÒÚÓËÚ P, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰‡‚ÎÂÌËÂ P0 ÔÓÒÚÓflÌÌÓ Ë

    
c K= /ρ0 (4.64)

fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ‚ÓÎÌ˚.
èÂÂ‰ ÚÂÏ, Í‡Í ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÒÏÂ˘ÂÌËfl s, ‡ÒÒÏÓÚËÏ

Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Á‡ÔË¯ÂÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ‚ÚÓÓÈ
Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡:

      

∂

∂ ρ

2

2
0

1s

t
P= − grad .

ÅÂfl ÓÚÓ ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

∂
∂

2

2t
Prot rot grad s = ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ0 ÔÓÒÚÓflÌÌ‡.
àÁ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3), ˜ÚÓ

rot grad P  = 0,

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

      

∂

∂

∂
∂

2

2t t
rot rot = 0,s v= (4.65)

„‰Â v  – ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚.
éÚÒ˛‰‡

rot v = const.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Ë Â„Ó
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ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‡‚ÌflÎËÒ¸ ÌÛÎ˛, Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ-
‰Â ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË

rot s = 0.

ÉÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ·Û‰ÂÚ Ó·ÒÛÊ‰‡Ú¸Òfl ÔÓÁÊÂ.
íÂÔÂ¸, ·Âfl „‡‰ËÂÌÚ ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (4.57), ÔÓÎÛ˜ËÏ

grad div s = – C grad Pa.

Ñ‡ÎÂÂ, ‚ÚÓÓÂ ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡) ‰‡ÂÚ

grad div s = ρ0C
      

∂

∂

2

2

s

t
.

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (4.66) Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3)

rot rot s = grad div s – ∇2s,

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

grad div s = ∇2s.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.67) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

      
∇ = ∇ =2 0

2

2
2

2

2

2

1s ss sρ ∂

∂

∂

∂K t c t
ËÎË  . (4.68)

êËÒ. 4.2. åÓ‰ÂÎ¸ ÍÛÒÓ˜ÌÓ-
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚ (‡);  „‡ÌË˜Ì˚Â
ÛÒÎÓ‚Ëfl (·)
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ó‰ÌÓÏÛ Ë ÚÓÏÛ ÊÂ
‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, ÔË˜ÂÏ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl
(4.64).

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.63) Ë (4.68)
ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÒÂÏ ÚÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ‰ÂÍ‡-
ÚÓ‚ÓÈ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú

      

∇ = + + =2
2

2

2

2

2

2 2

2

2

1P P

x

P

y

P

z c t

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

s . (4.69)

é‰ÌËÏ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ Î‡ÔÎ‡ÒË‡Ì‡ ∇2P ËÎË ∇2s fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÚÓ, ˜ÚÓ Â„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ÔË Á‡ÏÂÌÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú
Ó˜Â‚Ë‰ÂÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú
ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú‡Ï, ÓÌÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı, ‚  ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÍÓÚÓ-
˚ı ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ0 Ë Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ c ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ (ËÒ. 4.2, ‡). íÓ„-
‰‡ Ó‰Ì‡ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ ρ0 ËÎË c, ËÎË ÓÌË Ó·Â ÚÂÔflÚ ‡Á˚‚ Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı „‡-
ÌËˆ‡ı ‡Á‰ÂÎ‡ ÒÂ‰˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ Ú‡ÍËı ÏÂÒÚ‡ı ÌÂ ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÂÚÒfl Ë Â„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ-      
‚ËflÏË.

ìëãéÇàü çÄ ÇçìíêÖççàï èéÇÖêïçéëíüï êÄáÑÖãÄ ëêÖÑõ

èÓÍ‡ÊÂÏ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ˜ÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡  „‡ÌËˆ‡ı ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ (ËÒ. 4.2, ·). ùÚÓÚ Ó·˙ÂÏ Ó„‡-
ÌË˜ÂÌ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ SL, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË dS1 Ë dS2:

dS2 = dSn,  dS1 = – dSn.
á‰ÂÒ¸ n – Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÌÓÏ‡Î¸, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl ÓÚ Á‡‰ÌÂÈ Í ÔÂÂ‰ÌÂÈ ÒÚÓÓÌÂ

„‡ÌËˆ˚.
ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‚ÚÓÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÛÒÍÓÂÌËÂ Ú‡ÍÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ-

Òfl Í‡Í

      
m

t

∂

∂

2

2 1 2
s F F= + .

Ç Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ËÏÂÂÏ

    

h s

t

n P P
2

01 02

2

2 1 2( ) ,ρ ρ ∂

∂
+ = −

„‰Â F1 = P1dS; F2 = P2dS; ρ01 Ë ρ02 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÂ‰˚ ÔÓ Ó·Â ÒÚÓ-
ÓÌ˚ „‡ÌËˆ˚.

Ç ‚˚‡ÊÂÌËË (4.70) h – ‚˚ÒÓÚ‡ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡, ‡ P1 Ë P2 Ó·Ó-
ÁÌ‡˜‡˛Ú ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡ ÌËÊÌÂÈ Ë ‚ÂıÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˆËÎËÌ‰‡.

Ç ÔÂ‰ÂÎÂ, ÍÓ„‰‡ ‚˚ÒÓÚ‡ ˆËÎËÌ‰‡ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (4.70) Ú‡ÍÊÂ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÛÒÍÓÂÌËÂ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÏ. éÚÒ˛‰‡  ‰ÂÎ‡ÂÏ  ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ
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P1 = P2  Ì‡ S,

Ú.Â. ‰‡‚ÎÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Ì‡ „‡ÌËˆÂ, ‡Á‰ÂÎfl˛˘ÂÈ ÒÂ-
‰˚ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË.

ÇÚÓÓÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂ-
ÌËÂ ‚ÓÎÌ ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌË˛ ÔÛÒÚÓÚ ÏÂÊ‰Û ÒÂ‰‡ÏË ËÎË Í Ëı ÔÂÂ-
Í˚ÚË˛. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ:

s1n = s2n.   (4.72)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı „‡ÌËˆ‡ı Ï˚ ‚ÏÂÒÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl

s1n = s2n  Ë P1 = P2.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ‡Á-
ÎË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ „‡ÌËˆ˚.

CäÄãüêçõâ èéíÖçñàÄã

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â˘Â Ó‰ÌÓ ‚‡ÊÌÓÂ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.66). àÁ ‚ÂÍÚÓÌÓ-
„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË

rot M = 0,

ÚÓ ‰Îfl ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl  M ËÏÂÂÏ

M = grad ϕ.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÏÂ˘ÂÌËfl s ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

s = grad ϕ, (4.74)

„‰Â ϕ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ËÏÂ˛˘‡fl ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÔÂ-
‚˚Â Ë ‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ú‡ÍËı ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔÂ-
‰ÂÎfl˛˘Ëı Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ÔÓÎÂ s. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË ϕ(p, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÍÓÚÓ‡fl ‚fl‰ ÎË ËÏÂÂÚ Í‡ÍÓÈ-ÎË·Ó ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ,
Ó‰Ì‡ÍÓ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡flı Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚ ËÁÛ˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ. îÛÌÍˆË˛ ϕ
Ó·˚˜ÌÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÒÍ‡ÎflÌ˚Ï ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl s ËÎË, ËÌ‡˜Â,
‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÏ ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ. ùÚ‡ ÙÛÌÍˆËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl
‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ‚ ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰Â.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.74) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.68) ‰‡ÂÚ

    

grad ∇ − =












2
2

21
2

0ϕ ∂ ϕ

∂c t

ËÎË

    
∇ −2

2

2

2

1ϕ ∂ ϕ

∂c t
 = const.
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÚÓ˜ÍË, ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÓÚÒÛÚÒÚ-
‚Û˛Ú Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÒÌÓ‚‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛:

    
∇ =2

2

2

2

1ϕ ∂ ϕ

∂c t
. (4.75)

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ‚ „‡ÁÂ, ÊË‰ÍÓÒÚË Ë ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰Â.

å˚ ‚‚ÂÎË ÔÓÌflÚËÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ϕ(p, t) Ë Ì‡¯ÎË, Í‡Í ÓÌ Ò‚flÁ‡Ì
ÒÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ (4.74). Ç˚‡ÁËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË.
èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.74) ‚ ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.57) ‰‡ÂÚ

Pa = – Kdiv grad ϕ = – K∇2ϕ.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (4.75) ËÏÂÂÏ

    
P K Pa a

c t t
= − = −

2

2

2 0

2

2

∂ ϕ

∂

∂ ϕ

∂
ρËÎË , (4.76)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
c K=

ρ0
.

É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÎÂ‰Û˛Ú ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚
(4.73). èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl

sn = ∂ϕ/∂n.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl

    

∂ϕ

∂

∂ϕ

∂
1 2

n n
=    Ë   

    
ρ ρ∂ ϕ

∂

∂ ϕ

∂
01

2
1

2 02

2
2

2t t
= .

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ
ρ0ϕ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ò‡ÏÓ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. éÚÒ˛‰‡  „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ËÏÂ˛Ú
‚Ë‰

    

∂ϕ

∂

∂ϕ

∂
ρ ϕ ρ ϕ1 2

01 1 02 2
n n

= =Ë . (4.77)

å˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÒÏÂ˘ÂÌËÈ, ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡-
Î‡, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÏÂÌË. íÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚È ÒÎÛ˜‡È ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

àÁ‚ÂÒÚÌÓ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 4), ˜ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ÏÓÊ-
ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

s = Re(Se–iωt),  Pa = Re(Pae
–iωt) (4.78)
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Ë

ϕ = Re(Φe–iωt), (4.79)

„‰Â Pa  Ë Φ Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚, ‡ S – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚È ‚ÂÍ-
ÚÓ, ÔË˜ÂÏ ‚ÒÂ ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÓÌË
ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û Ë Ù‡ÁÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.79) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.75), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡:

∇2Φ + k2Φ = 0, (4.80)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    

1
2

2

2

2

2c t c

∂ ϕ

∂

ω= − Re(Φe–iωt) (4.81)

Ë

k = ω/c.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡,
Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Φ.

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (4.74) Ë (4.76) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ‰‡‚ÎÂÌËfl Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

S = gradΦ  Ë  Pa = ρ0ω
2Φ. (4.82)

çÂÁ‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚ Á‡-
‰‡˜Û ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÂÒÎË ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ
Â¯ÂÌËfl ‰Îfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚, ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
‚ÓÎÌ˚ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË, ÔËÏÂÌflfl ËÌÚÂ„‡Î îÛ¸Â (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 7).

ÑÖîéêåÄñàü ùãÖåÖçíÄêçéÉé  éÅöÖåÄ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ Ó‰ÌÓ ‚‡ÊÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË. ëÓ„Î‡ÒÌÓ
ÙÓÏÛÎ‡Ï (4.57) Ë (4.66), ÔÓÎÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ:

rot s = 0  ËÎË  div s = – CPa. (4.83)

àÁ ÌÂÂ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ËıË ‚ ÒÂ‰Â ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3) Ë ÔÓÎÂ
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ s, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ÂÂ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË, fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓÎÂÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. äÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓÎÂÈ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ‡fl Ì‡ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËË ÏÂÊ‰Û Ò‡ÏËÏ ÔÓÎÂÏ Ë „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ÏË ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎfl (‚ËıflÏË Ë ËÒÚÓ˜-
ÌËÍ‡ÏË), fl‚ÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓÈ ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı, ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı,
Ï‡„ÌËÚÌ˚ı Ë ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ˚ı ÔÓÎÂÈ. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı Ë ÛÔ-
Û„Ëı ‚ÓÎÌ ÓÒÌÓ‚ÌÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Û‰ÂÎflÂÚÒfl ÌÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡Ï Ë ‚ËıflÏ ÔÓÎfl ÒÏÂ-
˘ÂÌËÈ s ËÎË ÒÍÓÓÒÚË v, ‡ ÚÂÏ ÚËÔ‡Ï ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÒÂ‰˚, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÓÁÌËÍ‡-
˛Ú ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ˚.
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Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÏÂÓ‚, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘Ëı ‡Á-
ÎË˜Ì˚Â ËÁÏÂÌÂÌËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ
Ó·˙ÂÏ ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ËÁ-
ÏÂÌÂÌËfl Â„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl (ËÒ. 4.3). Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÌË ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡Î˚,
Ë Ì‡ ËÒÛÌÍÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌ˚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl Ì‡„Îfl‰ÌÓÒÚË.

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ‰Ë‚Â„ÂÌˆËfl (‰ËÎ‡Ú‡ˆËfl) ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁ-
ÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡:

êËÒ. 4.3. íËÔ˚ ‰‚ËÊÂÌËfl Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË
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div =s s s∂

∂

∂

∂
x y

a
x y

V
V

CP+ = = −∆

0
, (4.84)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

∂sz /∂z = 0.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

sx = 0 Ë ∂sx /∂z = ∂sy /∂z = 0,

Á‡ÔË¯ÂÏ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ rot s Í‡Í

      
rot =x

z ys

y

s

z
s ∂

∂

∂

∂
− = 0,

      
rot =y

x zs

z

s

x
s ∂

∂

∂

∂
− = 0

Ë

      
rot =z

y xs

x

s

y
s

∂

∂

∂

∂
− . (4.85)

ì‡‚ÌÂÌËfl (4.84)–(4.85) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÚÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ ËÎË
Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ˚Â Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ Í‡Í Â‰ËÌÓ„Ó ˆÂÎÓ„Ó
(Ú‡ÌÒÎflˆËfl) ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÏÂ˘ÂÌËfl sx Ë sy ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ Ó·ÂËı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

rot s = 0,  div s = 0.

ë‡‚ÌÂÌËÂ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË (4.83) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ú‡ÌÒÎflˆËË ÏÓ„ÛÚ ÔÓ-
ËÒıÓ‰ËÚ¸ Ë ÔÓËÒıÓ‰flÚ ‚ ÚÂı ÚÓ˜Í‡ı, „‰Â ‰‡‚ÎÂÌËÂ P ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰Û„ÓÈ ÒÎÛ˜‡È Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È
Ó·˙ÂÏ ÎË·Ó ÒÊËÏ‡ÂÚÒfl, ÎË·Ó ‡ÒÚfl„Ë‚‡ÂÚÒfl, Ú.Â.

∂sx /∂x ≠ 0  Ë ∂sy /∂y ≠ 0. (4.86)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÏÂ˘ÂÌËfl sx Ë sy  ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú y Ë
x ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. èÓ˝ÚÓÏÛ

∂sx /∂y = ∂sy /∂x = 0. (4.87)

ÑÂÙÓÏ‡ˆËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ˝ÚÓÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û, ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ Ì‡ ËÒ. 4.3, ·.
àÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‰‚Ûı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

rot s = 0  Ë  div s = – CPa.

Ç ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÔËÏÂÂ (ËÒ. 4.3, ‚) ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛, ÔË ÍÓÚÓ-
ÓÈ Ó·˙ÂÏ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ

div s = 0.
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ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒÛÌÍ‡, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‰‚ÛÏfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË
sx Ë sy, ÍÓÚÓ˚Â ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï y Ë x:

    
s y s xx y= =














tg  tgα α

2 2
,

ËÎË

    
s y s xx y= =α α

2 2
Ë  , (4.88)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‡ÏÂÚ α Ï‡Î Ë

  
tg α α

2 2
≈ .

á‰ÂÒ¸ α/2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï Ë ÌÓ‚˚Ï ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ÒÚÓ-
ÓÌ˚ ab.

 ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˜‡ÒÚËˆ‡ÏË Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË y (‡ Ú‡ÍÊÂ x)
ËÁÏÂÌflÂÚÒfl, Ë ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÌÓ‚˚È ÚËÔ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË Ó·˙ÂÏ‡, ÍÓÚÓ˚È Ì‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl ˜ËÒÚ˚Ï Ò‰‚Ë„ÓÏ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ú‡ÍÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ú‡ÌÒ-
ÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ ÓÏ·, ‰Ë‡„ÓÌ‡ÎË ÍÓÚÓÓ„Ó Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓËÂÌÚËÓ-
‚‡Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ.

àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.88) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

∂sx /∂y = α/2  Ë  ∂sy /∂x = α/2.  

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ú‡ÌÒÎflˆËË,

rot s = 0  Ë  div s = 0.

ëÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚‡ ÔËÏÂ‡ ‰ÂÏÓÌÒÚËÛ˛Ú ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl s, ÍÓ-
ÚÓÓÂ ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.83). Ç ÔÂ‚ÓÏ ËÁ ÌËı (ËÒ. 4.3,
„) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ÌÂÌÛÎÂ‚‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ sx, Ë ÓÌ‡ ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ y. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

sx = αy  ËÎË  ∂sx /∂y = α.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

∂sy /∂x = 0,

ËÏÂÂÏ
rot s ≠ 0.

ùÚÓÚ ÔËÏÂ ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛ ÔÓÒÚÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡.
ÑÛ„ÓÈ ÔËÏÂ ÔË‚Â‰ÂÌ Ì‡ ËÒÛÌÍÂ 4.3, ‰. éÌ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚‡˘ÂÌËÂ ˝ÎÂ-

ÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ‚ÓÍÛ„ ÓÒË z. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË Ú‡ÍÓÏ ‰‚ËÊÂÌËË Ó·˙ÂÏ ÌÂ
ÏÂÌflÂÚÒfl,

div s = 0.

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ÔÂ‰˚‰Û˘ËÏ ÒÎÛ˜‡ÂÏ, ËÏÂÂÏ

sx = αy  Ë  sy = – αx
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ËÎË

∂sx /∂y = α Ë ∂sy /∂x = – α. (4.89)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (4.89) ‚ ÙÓÏÛÎÛ (4.85) ‰‡ÂÚ

rotz s = – 2α. (4.90)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ˚  ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÔË‚Ó-
‰ËÚ¸ Í ‚‡˘ÂÌË˛.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÓÎÌ˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ÏÓ„ÛÚ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡Ú¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÏË ÚÂÏfl ÚËÔ‡ÏË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ: ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ – ÒÊ‡ÚËÂÏ, ˜ËÒÚ˚Ï Ò‰‚Ë„ÓÏ Ë
Ú‡ÌÒÎflˆËÂÈ.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÂÒÎË ÒÂ‰‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ˝ÚÓ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÌÂ
‚ÂÌÓ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ (4.57), Ó·˚˜-
ÌÓ ‚·ÎËÁË ÚÓ˜ÂÍ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË rot s ≠ 0, Ë ‚ Ú‡ÍËı ÚÓ˜Í‡ı ÏÓ„ÛÚ Â‡ÎËÁÓ-
‚˚‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÔÓ‚ÓÓÚ, Ú‡Í Ë ÔÓÒÚÓÈ Ò‰‚Ë„.

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÓÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ËÒ. 4.3, Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓ‚ÓÓÚ‡
Ë Ò‰‚Ë„Ó‚ÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË.

4.3. äàçÖíàóÖëäÄü à èéíÖçñàÄãúçÄü ùçÖêÉàü Çéãç.
èéíéä  ùçÖêÉàà.  ÇÖäíéê èéâçíàçÉÄ

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ËÁÛ˜‡ÂÚÒfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ˝ÌÂ„ËË ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚
ÒÂ‰Â ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË, ‚˚Á˚‚‡˛˘Ëı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ë ‰ÂÙÓÏ‡-
ˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ï‡Î˚È Ó·˙ÂÏ V ‰ÎËÌ˚ l Ë ÔÓÔÂÂ˜-
ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl S (ËÒ. 4.4, ‡). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ ÓËÂÌÚËÓ-
‚‡Ì Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ÌÂÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ
ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÏÛ ÒÂ˜ÂÌË˛ S. Ç˚·Ë‡fl ÓÒ¸ x ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
ÒÏÂ˘ÂÌËfl s, ËÏÂÂÏ

s = sx(p, t)i. (4.91)
á‰ÂÒ¸ i – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ.
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t0 ‚ÓÎÌ‡, ‡ÒÔÓ-

ÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ‚ ÒÂ‰Â, ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆ˚ ˝ÚÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡, Ì‡ıÓ‰fl˘Â„ÓÒfl
‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. Ç ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‚ÓÎÌÓÈ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ

êËÒ. 4.4. àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl
ÙÓÏÛÎ (4.93) Ë
(4.103) (‡); ËÎÎ˛ÒÚ‡-
ˆËfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.107)
(·)
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Í ÒÏÂ˘ÂÌË˛ ˜‡ÒÚËˆ ‚·ÎËÁË „‡ÌËˆ˚ Ó·˙ÂÏ‡, Ë ÔÓ ÔÓ¯ÂÒÚ‚ËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó
‚ÂÏÂÌË ‰Û„ËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ó·˙ÂÏ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚Ó‚ÎÂÍ‡˛ÚÒfl ‚ ˝ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ. Ç ÏÓ-
ÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ô‡‚ÓÈ „‡ÌËˆ˚ Ó·˙ÂÏ‡, ‚ÒÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl-
˛˘ËÂ Â„Ó ˜‡ÒÚËˆ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. èË˜ËÌÓÈ ˝ÚÓ„Ó fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÂ‰Â, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ÒÔ‡‚‡ Á‡ Ï‡Î˚Ï Ó·˙ÂÏÓÏ, ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ
ÒËÎ‡, ÍÓÚÓ‡fl ËÏÂÂÚ ÚÛ ÊÂ ‚ÂÎË˜ËÌÛ, ˜ÚÓ Ë ÒËÎ‡ Ò ÎÂ‚ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ Ó·˙ÂÏ‡,
ÌÓ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ‚ÓÎÌ˚ Ó·˙ÂÏ ‰ÂÙÓÏËÛÂÚÒfl,
ÔË˜ÂÏ Â„Ó ˜‡ÒÚËˆ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. èÓ-
˝ÚÓÏÛ ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl Ó·˙ÂÏ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ (E) Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
(U) ˝ÌÂ„ËË.

èãéíçéëíú äàçÖíàóÖëäéâ à èéíÖçñàÄãúçéâ ùçÖêÉàà

èÓÎ‡„‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ ‡‚ÌÓÈ vx, ‰Îfl ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ó·˙ÂÏ‡
ËÏÂÂÏ

      
E m x= 1

2
2v (4.92)

ËÎË

      
E V= 1

2
0

2ρ v , (4.93)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

        m V x x= = =ρ0
2 2 2  Ë  v iv v2 .

ãÂ„ÍÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.93)  ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ë ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,
ÍÓ„‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË x
Ë ËÏÂÂÚ ‚ÒÂ ÚË ÌÂÌÛÎÂ‚˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚: sx, sy Ë sz. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl

      
E m m mx y z= + +v v v2 2 2

2 2 2
,

„‰Â Í‡Ê‰˚È ˜ÎÂÌ ÒÛÏÏ˚ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ˝ÌÂ„Ë˛ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘ÂÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌÓÈ ÓÒË. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ì‡ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÂ

      
E Vm= =v v2

0

2

2 2
ρ , (4.94)

ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (4.93).
á‰ÂÒ¸ v Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË

      v i j k= + +v v vx y z

Ë

        v
2 2 2 2= + +v v vx y z .
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äËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ Ó·˙ÂÏÂ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ
˜‡ÒÚËˆ˚ Ó·˙ÂÏ‡ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ0 ÒÂ‰˚
‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡  ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl.

Ñ‡ÎÂÂ, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (4.94), ËÏÂÂÏ ‰Îfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ˝ÌÂ„ËË

      
e ek k= = ⋅

ρ ρ0 2 0 2
2 2

v sËÎË  ˙ . (4.95)

èÎÓÚÌÓÒÚ¸ ek ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó
Ó·˙ÂÏ‡, ÍÓÚÓ‡fl ‡‚Ì‡ ÔÓÎÓ‚ËÌÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÂ‰˚ Ì‡ Í‚‡‰‡Ú
ÒÍÓÓÒÚË. îÛÌÍˆËfl ek, ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÊÂ, Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

ä‡Í Ï˚ ÁÌ‡ÂÏ, ‚ÓÎÌ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Í ‰‚ËÊÂÌË˛ Ó·˙ÂÏ‡ Í‡Í Â‰ËÌÓ-
„Ó ˆÂÎÓ„Ó, ÌÓ Ë Í Â„Ó ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ˜‡ÒÚ¸ ‡·ÓÚ˚ ÒËÎ˚,
‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ÂÈ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ˚, Á‡Ô‡Ò‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ‡Ì‡ÎÓ„Ëfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ËÊÂÌËflÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡
Ë ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÛÊËÌ Ë „ÛÁÓ‚ Ó˜Â‚Ë‰Ì‡.

óÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙-
ÂÏ‡, ËÏÂ˛˘Â„Ó ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ S Ë ‰ÎËÌÛ l, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰ÂÙÓ-
Ï‡ˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó
Ó·˙ÂÏ‡ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ∂sx /∂x ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl:

Pa = const,  ∂sx /∂x = const (4.96)

Ë Ò‚flÁ‡Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ Í‡Í

  
P K Kea

x
xx

s

x
= − = −∂

∂
. (4.97)

Ç ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ‚‰ÓÎ¸
ÓÒË x. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ËÏÂÂÏ

exx = x/l. (4.98)

á‰ÂÒ¸ x – ˝ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆ˚ Ó·˙ÂÏ‡, Ì‡ ÍÓÚÓÛ˛ ‚ÓÎÌ‡ Ô‡‰‡ÂÚ
‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ „Î‡‚Â 1, ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‡·ÓÚÓÈ ÒËÎ˚, ÔË-
ÎÓÊÂÌÌÓÈ Í ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ Ó·˙ÂÏ‡, Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔË-
Ò‡Ú¸ Í‡Í

      

F dl⋅ = −∫ U p U p
p

p

( ) ( )1

1

2

2 , (4.99)

„‰Â ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2 ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ˝ÚÓÈ „‡ÌËˆ˚.
ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÚÂÔÂ¸ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‰Ó ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-

Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‡‚ÌflÎ‡Ò¸ ÌÛÎ˛. íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ (4.99) ÔÓÎÛ˜ËÏ

    

U s F dxx x

sx
( ) = − ∫

0

. (4.100)
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

Fx = PaS,

‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.100) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    

U s S P dxx a

sx

( ) .= − ∫
0

(4.101)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔÓˆÂÒÒ‡ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa Ë
‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl exx ÌÂ ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.97) Ë (4.98), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    

U KS e dxxx

sx

= ∫
0

(4.102)

ËÎË

    

U S xdx SK
l

Ks

l
x

sx

= =∫
2

0
2

. (4.103)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
U Sl VKs

l

K s

x
x x= = 









2

2

2

2 2

∂

∂
.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â (s = sxi)

div s = ∂sx/∂x

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

      
ep

K=
2

2( )div s . (4.104)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Ë‚Â„ÂÌˆËfl ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Â„Ó ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ÓÌ‡ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ Ë ÓÚ ‚˚·Ó‡
ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.104)
ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ÂÌ˚Ï Ë ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÍÚÓ s ËÏÂÂÚ ‚ÒÂ ÚË ÌÂÌÛÎÂ‚˚Â
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚.

àÁ ËÁÎÓÊÂÌËfl ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ V ‡‚Ìfl-
ÂÚÒfl

W = U + E

ËÎË

      

W VK= +










ρ0
2

2 2

v sdiv2 . (4.105)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÓÎÌ‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜-
ÍË ‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:
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e p t K( , ) div2= +ρ0

2

2 2

v s . (4.106)

éÚÒ˛‰‡, Ì‡ÔËÏÂ, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Ú‡ÍËÂ ÚÓ˜ÍË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÎÓÚÌÓÒÚË
ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ Ë ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËÈ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÏÓ„ÛÚ
ÎË·Ó Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÌÓÎ¸, ÎË·Ó ‰ÓÒÚË„‡Ú¸ Ò‚ÓËı Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ.

èêàçñàè ëéïêÄçÖçàü ùçÖêÉàà

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.106), ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó Ó·˙Â-
Ï‡ (ËÒ 4.4, ·) ‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

      

W t K dV
V

( ) = div1
2

ρ0
2v s+[ ]∫ 2 . (4.107)

èË˜ËÌÓÈ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÏÓ„ÛÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÚË Ù‡Í-
ÚÓ‡:

1) Ì‡ÎË˜ËÂ ‚ÌÂ¯ÌËı (ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı) ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‚ÓÎÌ ‚ÌÛÚË Ò‡ÏÓ„Ó      
Ó·˙ÂÏ‡ V;

2) ÔÂ‚‡˘ÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‚ ÚÂÔÎÓ;
3) ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡.
íÓ„‰‡ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË ËÏÂÂÏ

      

∂
∂
W
t

L Q
S

= − − ⋅∫Y dS. (4.108)

á‰ÂÒ¸ L – ˝ÚÓ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÒÓ-
Á‰‡ÌÌÓÈ ‚ÌÂ¯ÌËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË, Q – ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÏÂı‡ÌË-
˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË, ÔÂÂ¯Â‰¯ÂÈ ‚ ÚÂÔÎÓ (Ú‡ÍÊÂ ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË).

èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ˜ÎÂÌ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.108)

    

Y dS⋅∫
S

(4.109)

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÓÚÓÍÓÏ ˝ÌÂ„ËË. éÌ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ˝ÌÂ„ËË, ÔÂÂ‰‡˛-
˘ÂÈÒfl ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S Ó·˙ÂÏ‡ Á‡ Ó‰ÌÛ ÒÂÍÛÌ‰Û. ÇÂÍÚÓ Y ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ
ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË Ë Ë„‡ÂÚ ÚÛ ÊÂ ÓÎ¸, ˜ÚÓ Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÚÓÍ‡ j ÔË
ËÁÛ˜ÂÌËË ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÓÍ‡.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÚÓÍ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ˝ÌÂ„ËË, ÔÂÂÌÓÒËÏÓÈ ˜ÂÂÁ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÔÎÓ˘‡‰Ë Á‡ Ó‰ÌÛ ÒÂÍÛÌ‰Û. èË ˝ÚÓÏ
‚‡ÊÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ˝Ú‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ·˚Î‡ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡ ‚ÂÍÚÓÛ Y, ÍÓÚÓ˚È
Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌËÚÌ˚ı ÔÓÎÂÈ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ èÓÈÌ-
ÚËÌ„‡.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‚ ÒËÒÚÂÏÂ Â‰ËÌËˆ ëà

    
Y[ ]

⋅
= =ÑÊ

Ï Ò

ÇÚ

Ï2 2
.
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÍÚÓ dS Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ Ó·˙ÂÏ‡, ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ ÚÂflÂÚ ˝ÌÂ„Ë˛, Ë, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ˝ÌÂ„Ëfl
‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, ÂÒÎË ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ ‡ÁÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡ ËÏÂÂÚ
‡ÁÎË˜ÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÓÌ
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚ÌÛÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡, ‡ ‚ ‰Û„Ëı ËÏÂÚ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ÒÚÓÓ-
ÌÛ ÓÚ Ó·˙ÂÏ‡ ËÎË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ Â„Ó ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

Ç˚‡ÁËÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ÂÍÚÓ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË Y ˜ÂÂÁ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡Ò-
ÚËˆ. ÑÎfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl ‚˚ÍÎ‡‰ÓÍ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡  Ó‰-
ÌÓÓ‰Ì‡fl, ‡ ‚ÌÂ¯ÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ˝ÌÂ„ËË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. í‡ÍÊÂ ÔÂÌÂ·ÂÊÂÏ
˝ÙÙÂÍÚÓÏ ÔÂÂıÓ‰‡ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ó·˙ÂÏ‡ ‚ ÚÂÔÎÓ, Ú.Â.

L = Q = 0.

íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ (4.108) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

      

∂
∂
W
t S

= − ⋅∫Y dS. (4.110)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔË˜ËÌÓÈ Î˛·Ó„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË W
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË.

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ÔÓÚÓÍ ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
Ì˚Ï, ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂W/∂t ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ˝ÌÂ-
„ËË ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl.

ëÌ‡˜‡Î‡ ‚˚‡ÁËÏ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜ÂÂÁ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î Ë ‚˚ÔÓÎÌËÏ ÌÂ-
ÍÓÚÓ˚Â ‰Û„ËÂ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚ˚Â ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl. èËÌËÏ‡fl ‚Ó
‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ s
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔÓÎÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3), rot s = 0, Ï˚ ÒÌÓ‚‡
ÏÓÊÂÏ ‚‚ÂÒÚË ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ:

s = grad ϕ = ∇ϕ.
éÚÒ˛‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ-

„ËÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

    
ek

s
t

= = ∇









1
2

1
2

0

2

0
2ρ ρ ϕ∂

∂
( ) (4.111)

Ë

      
e Kp

K= ∇1
2 2

2 2 2div  s = ( ) ,ϕ

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

div grad ϕ = ∇2ϕ.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÙÓÏÛÎ (4.111) ‚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.107) ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ ‰Îfl ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ó·˙ÂÏ‡ V:

    

W dVK

V

= ∇ + ∇



∫

ρ ϕ ϕ0 2 2 2
2 2

( ˙ ) ( ) , (4.112)

„‰Â
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ϕ̇  = ∂ϕ/∂t.

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.112) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    

∂
∂

ρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕW
t

V

c dV= ∇ ⋅∇ + ∇ ∇∫ [ ˙ ˙̇ ˙ ] ,0 0
2 2 2 (4.113)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

K = ρ0c
2

Ë c fl‚ÎflÂÚÒfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ‚ÓÎÌ˚, ÔË˜ÂÏ

    
˙̇ϕ ∂ ϕ

∂
=

2

2t
.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‰‚ËÊÂÌËfl

    ∇ =2 2ϕ ϕ̇̇ / c ,

ÙÓÏÛÎÛ (4.113) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

    

∂
∂

ρ ϕ ϕ ϕ ϕW
t

V

dV= ∇ ⋅∇ + ∇∫0
2[ ˙ ˙̇ ˙̇ ˙ ] . (4.114)

ëÚÓfl˘ÂÂ Á‰ÂÒ¸ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó

∇⋅(a∇b) = ∇a⋅∇b + a∇2b

Ë ‚‚Ó‰fl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

a = ˙̇ϕ  Ë b = ϕ̇ ,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

  ∇⋅ ∇ =∇ ⋅∇ + ∇(˙̇ ˙ ) ˙̇ ˙ ˙̇ ˙ .ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ2

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.113)  ÔÓÎÛ˜ËÏ

    

∂
∂

ρ ϕ ϕW
t

V

dV= ∇∫0 [ ˙̇ ˙ ) .(div (4.115)

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ,

v = grad ϕ̇   Ë Pa = – ρ0 ˙̇ϕ .

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.115) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      

∂
∂
W
t

P dVa
V

= −∫ div( ) .v (4.116)

íÂÔÂ¸, ÔËÏÂÌflfl ÚÂÓÂÏÛ É‡ÛÒÒ‡ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3)

      

divX X dSdV
SV

= ⋅∫∫ ,
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‚˚‡ÁËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË ∂W/∂t ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î:

    

∂
∂
W
t

Pa
S

= −∫ vdS , (4.117)

„‰Â S – ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ V.
ç‡ÍÓÌÂˆ, ËÁ ÙÓÏÛÎ (4.110) Ë (4.117) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      

(Y Pa
S

− =∫ v dS) 0. (4.118)

ÇÖäíéê èéâçíàçÉÄ

å˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÏ Û‡‚ÌÂÌË˛ (4.118), ÂÒÎË ÔÓÎÓÊËÏ

Y = Pav. (4.119)

ÅÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚ÂÍÚÓÌ˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ‚ÂÍÚÓ Y, ÍÓÚÓ˚Â Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÛÚ fl‚ÎflÚ¸Òfl Â¯ÂÌËflÏË
Û‡‚ÌÂÌËfl (4.118). ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.118) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ ‚ ˝ÚÓÈ ÙÓÏÛÎÂ ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡ ‡‚ÂÌ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌË˛ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÂÒÎË
‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ, ÚÓ ‚ÂÍÚÓ˚ v Ë Y Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ˚ ‚ Ó‰ÌÛ ÒÚÓÓÌÛ. à
Ì‡Ó·ÓÓÚ, ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ, „‰Â ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ, ‚ÂÍÚÓ
èÓÈÌÚËÌ„‡ Ë ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË ËÏÂ˛Ú ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl. åÓÊ-
ÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡„Îfl‰ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ Í‡Í ÔÂÂÌÓÒ ˝ÌÂ„ËË.

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË „‡ÌËˆ˚ ‡Á-
‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰ Ò ‡ÁÌ˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË, Ï˚ ‚Ë‰ÂÎË, ˜ÚÓ

P1 = P2  Ë  s1n = s2n, (4.120)

‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ‡Á˚‚.
ÇÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (4.120) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

P1 = P2  Ë  v1n = v2n.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ Y fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒ-
ÚË „‡ÌËˆ˚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ‡ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ˝ÚÓ„Ó
‚ÂÍÚÓ‡ Ó·˚˜ÌÓ ÔÂÚÂÔÂ‚‡ÂÚ ‡Á˚‚:

Y1n = Y2n  Ë Y1t ≠ Y2t. (4.121)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ „‡ÌËˆ˚ ‚ÂÍÚÓ
èÓÈÌÚËÌ„‡ ËÏÂÂÚ ‡ÁÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3), ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ÔÓ Í‡-
Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í  ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÎËÌËË (ÎËÌËË ÚÓÍ‡) ÔÓÎfl (ËÒ. 4.5, ‡), ‡ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó
Ú‡ÍËı ÎËÌËÈ Ó·‡ÁÛÂÚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎfl. èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÂ·Â
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ Á‡ÏÍÌÛÚÛ˛ ÍË‚Û˛ l, ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Û˛ Ò ‚ÂÍÚÓÌÓÈ ÎËÌËÂÈ ÌË
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‚ Ó‰ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ë ÔÓ‚Â‰ÂÏ ˜ÂÂÁ Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ˝ÚÓÈ ÍË‚ÓÈ ‚ÂÍÚÓÌÛ˛ ÎË-
ÌË˛ (ËÒ. 4.5, ·). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚ÂÍÚÓÌÛ˛ ÚÛ·ÍÛ ÔÓÎfl Y.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Sl Ó·‡ÁÓ‚‡Ì‡ ‚ÂÍÚÓÌ˚ÏË ÎËÌË-
flÏË, ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ÔÓ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË:

Yn = 0  Ì‡  Sl. (4.122)

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Sl ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛, Ë ˝ÚÓ
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ˜ÂÂÁ Î˛·ÓÂ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÌÓÈ
ÚÛ·ÍË ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl
‚‰ÓÎ¸ ÚÛ·ÍË, Ú.Â. ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ ‡ÁÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÒÂ˜ÂÌËÈ
ÚÛ·ÍË. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ÏÂÌflÂÚÒfl
‚‰ÓÎ¸ ÒÂ˜ÂÌËÈ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ˝ÚËÏË ‡ÁÎË˜ËflÏË ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸.

í‡Í‡fl ‚ÂÍÚÓÌ‡fl ÚÛ·Í‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ, ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ‚ÌÛÚË
ÚÛ·ÍË

Y(p1)S(p1) = Y(p2)S(p2) = ... = const. (4.123)

á‰ÂÒ¸ Y(p) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Y Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÒÂ˜ÂÌËfl:

Y ∼ 1/S. (4.124)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ú‡ÍÓÈ ÚÛ·ÍË Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰. ëÌ‡˜‡-
Î‡ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛
(ËÒ. 4.5, ‚). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÓ‰ÛÎ¸ ‚ÂÍÚÓ‡ Y ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚Ï, ÔÎÓ˘‡‰¸
ÔÓÔÂÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl Ú‡ÍÊÂ ÌÂ ‰ÓÎÊÌ‡ ÏÂÌflÚ¸Òfl:

êËÒ. 4.5. ãËÌËË ÚÓÍ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ (‡); ‚ÂÍÚÓÌ˚Â ÚÛ·ÍË ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ (·);
ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Ô‡‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ (‚); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÚÛ·ÓÍ Y Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ („, ‰)
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S1 = S2.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰Û„ÓÈ ÒÎÛ˜‡È (ËÒ. 4.5, „), ÔË ÍÓÚÓÓÏ Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓ-
ÒÚË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛:

v2t > v1t.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ‚Ó ‚ÚÓÓÈ
ÒÂ‰Â Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ‚ ÚÛ·ÍÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌ-
Ì˚Ï, ÓÚÒ˛‰‡ ‰ÂÎ‡ÂÏ ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ

S2 < S1.

ç‡ÍÓÌÂˆ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÒÎÛ˜‡È, ÔË ÍÓÚÓÓÏ v2t < v1t (ËÒ. 4.5,
‰). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÚÛ·ÍË ‚Ó ‚ÚÓÓÈ ÒÂ‰Â
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl:

S2 > S1.

4.4.  áÄÑÄóÄ ë ÉêÄçàóçõåà ìëãéÇàüåà.
íÖéêÖåÄ ÖÑàçëíÇÖççéëíà

ä‡Í ÛÊÂ ÛÔÓÏËÌ‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ËÒıÓ‰fl ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ÙËÁË˜ÂÒÍËı Á‡ÍÓÌÓ‚, ÛÔ-
‡‚Îfl˛˘Ëı ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ, ËÎË, ˜ÚÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡
‚ÓÎÌÓ‚ÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË, ÌÂÎ¸Áfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Pa Ë ÒÍÓÓÒÚË
˜‡ÒÚËˆ v, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ. èË˜ËÌ‡ ˝ÚÓ„Ó Á‡ÍÎ˛˜‡-
ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ÏÌÓ„Ó Â¯ÂÌËÈ. ì˜Ë-
Ú˚‚‡fl ˝ÚÓ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ
3). ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Á‡‰‡Ú¸ Ú‡ÍËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÏÂÒÚÂ Ò
‚ÓÎÌÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÎË ·˚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È ÔÓ‰ıÓ‰ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ˝ÎÂÍÚË˜ÂÒÍËı, Ï‡„ÌËÚÌ˚ı Ë ˝ÎÂÍÚ-
ÓÏ‡„ÌËÚÌ˚ı ÔÓÎÂÈ. óÚÓ·˚ Â¯ËÚ¸ ˝ÚÛ ÔÓ·ÎÂÏÛ, Ï˚ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÓÂÏÛ
Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÒÂ‰Â.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 4.2, ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÙÛÌÍˆËË P(p, t) Ë
v(p, t) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ

      
∇ = ∇ =2

2

2

2
2

2

2

2
1 1P
c

P
t c t

∂

∂

∂

∂
Ë   v v , (4.125)

‡ Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı  ÒÂ‰ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË (ËÒ. 4.6, ‡):

Pi = Pi+1  Ë  vn, i = vn, i+1. (4.126)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË vt ÏÓÊÂÚ Ì‡ ˝ÚËı
„‡ÌËˆ‡ı ÔÂÚÂÔÂ‚‡Ú¸ ‡Á˚‚. á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‰‚‡ Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl:
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‡) ‚ÚÓÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.125) ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl
ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÒÏÂ˘ÂÌËfl s;

·) ‰Îfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl ÙÓÏÛÎ Ï˚ ‚ÂÁ‰Â ÓÔÛÒÚËÎË ÌËÊÌËÈ ËÌ‰ÂÍÒ a:

Pa = P. (4.127)

ì‡‚ÌÂÌËfl (4.125) Ë (4.126) ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ‚ ÍÛ-
ÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÚÂı ÚÓ˜ÂÍ, „‰Â ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÔÂ-
‚Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË ˝ÚËı ‚ÓÎÌ. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˝ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂ˛Ú ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÏÌÓ„Ó Â¯ÂÌËÈ, Ú.Â. ÓÌË ÌÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ.
óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÙÛÌÍˆËË P Ë v, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÏÂÚ¸ Ó ÌËı ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛
ËÌÙÓÏ‡ˆË˛, ÍÓÚÓÛ˛ Ó·˚˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ËÒıÓ‰fl ËÁ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ      
Á‡‰‡˜Ë.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÎÌ‡fl ‡Ì‡ÎÓ„Ëfl Ò ÙÓÏÛÎËÓ‚Í‡ÏË „‡ÌË˜-
Ì˚ı Á‡‰‡˜ ‰Îfl ‰Û„Ëı „ÂÓÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔÓÎÂÈ. óÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÛ˛
ËÌÙÓÏ‡ˆË˛, Ï˚ Ì‡˜ÌÂÏ Ò ÔËÌˆËÔ‡ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË Ë  ‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÂ‰˚ Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓÎÂÈ.

íÖéêÖåÄ ÖÑàçëíÇÖççéëíà Ñãü çÖëíÄñàéçÄêçõï èéãÖâ

1. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌ‡fl ‚ Ó·˙ÂÏÂ V (ËÒ. 4.6, ·), fl‚Îfl-
ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, Ë ‚ ÌÂÈ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ Á‡ÚÛı‡ÌËÂ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ
Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÌÂÚ ÌËÍ‡ÍËı ‚ÌÂ¯ÌËı „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl. íÓ„‰‡, Í‡Í
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.117),

êËÒ. 4.6. àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÚÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË
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„‰Â S0 – ˝ÚÓ Á‡ÏÍÌÛÚ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ V, ‡
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– ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌ‡fl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ Ó·˙ÂÏÂ, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÂÎË˜Ë-
ÌÓÈ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.128) Ò‚flÁ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‚ÌÛÚË
Ó·˙ÂÏ‡ Ë Ì‡ Â„Ó ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. àÏÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ‰ÓÍ‡Á‡-
ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÚÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË. àÌÚÛËÚË‚ÌÓ ÔÓÌflÚÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t Á‡-
‚ËÒflÚ ÓÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‚ÌÛÚË Ë ‚ÌÂ Ó·˙ÂÏ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË, ÔÂ‰¯Â-
ÒÚ‚Û˛˘ËÂ t. á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚È Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t0 Ë ·Û‰ÂÏ
‰‡ÎÂÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË t:

t ≥ t0.

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚Â-
ÏÂÌË t, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÏÂÚ¸ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËË ‚ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ
‚ÂÏÂÌË

t0 < t∗ < t.

óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ ‰‚‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı Â¯ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

v1,  P1  Ë  v2,  P2.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.125) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚ÏË, ‡ÁÌÓÒÚË

v3 = v2 – v1  Ë P3 = P2 – P1 (4.130)

Ú‡ÍÊÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË Û‡‚ÌÂÌËÈ
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Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.128) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â
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á‰ÂÒ¸ W3 – ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl, ‡ P3 Ë v3n Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÌÓÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ ÒÍÓÓÒÚË Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Ó·‡ Â¯ÂÌËfl (4.130) ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0, Ú.Â.

P1(p, t∗) = P2(p, t∗) = f1(p, t∗)  Ì‡ S0. (4.133)
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Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‰‡‚ÎÂÌËÂ  P3 ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 ‚Ò˛‰Û
‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛:

P3(p, t∗) = 0   Ì‡  S0 (4.134)

Ë, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (4.132), ÔÓÚÓÍ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ˜ÂÂÁ ˝ÚÛ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ËÏÂÂÚ ÌÛÎÂ‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    

∂
∂
W
t
3 0= , (4.135)

Ë ÒÛÏÏ‡ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÈ ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl ‚ ÛÍ‡Á‡Ì-
ÌÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ.

èÛÒÚ¸ ‚ ‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ Í ˝ÚÓÏÛ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ
‚ÂÏÂÌË t0:

P(p, t0) = ψ(p, t0) Ë v(p, t0) = N(p, t0). (4.136)

ÖÒÎË Ó·‡ Â¯ÂÌËfl: P1, v1 Ë P2, v2 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚ËflÏ (4.136), ÚÓ
‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÔÓÎfl P3, v3  ‚ ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ
Ó·˙ÂÏ‡ V:

P3(p, t0) = 0,  v3(p, t0) = 0. (4.137)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl Ö3 Ú‡ÍÊÂ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛:

W3(p, t0) = 0. (4.138)

á‡ÚÂÏ, Û˜ËÚ˚‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.135), Ï˚ ‰ÂÎ‡ÂÏ ‚˚‚Ó‰, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl W3

ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛:

W3(p, t∗) = 0, (4.139)

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ t ≥ t0.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÎÌ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ ‰‚Ûı ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÎ‡„‡Â-

Ï˚ı, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÛ˛ ˝ÌÂ„ËË (ÒÏ.
ÙÓÏÛÎÛ 4.129), ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.139) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ÂÒÎË

P3(p, t∗) = 0 Ë v3(p, t∗) = 0.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl (4.130) ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ

P1(p, t∗) = P2(p, t∗) Ë v1(p, t∗) = v2(p, t∗). (4.140)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰‚‡ Â¯ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÂ ÛÒ-
ÎÓ‚ËflÏ (4.133) Ë (4.136), ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ, Ú.Â. ˝ÚË Â¯ÂÌËfl Â‰ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ-
‚‡ÏË, Ï˚ ‰ÓÍ‡Á‡ÎË ÚÂÓÂÏÛ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, Ë „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û ÚÂÔÂ¸ ÏÓÊ-
ÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

‡) ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V, „‰Â ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl Â„ÛÎflÌ˚ÏË, ËÏÂÂÏ

      
∇ = ∇ =2

2

2

2
2

2

2

2
1 1P
c

P
t c t

∂

∂

∂

∂
Ë   v v ;



153

·) ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‰ÓÎÊÌÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸
ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ:

P(p, t∗) = f1(p, t∗)  Ì‡ S0; (4.141)

‚) ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t0 ‰‡‚ÎÂÌËÂ P  Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ v ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸
ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡:

P(p, t0) = ψ(p, t0)  Ë  v = N(p, t0).

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÚÂÓÂÏÓÈ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ˝ÚË ÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‚ÓÎÌÛ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ì‡ ËÒ. 4.6, ·.

á‰ÂÒ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.
ìÒÎÓ‚ËÂ (4.141) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ, Ë ‰Îfl ÌÂ„Ó ÚÂ·ÛÂÚÒfl

ÁÌ‡Ú¸ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË

t0 ≤ t∗ ≤ t.

ùÚÓ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Û˜ÂÒÚ¸ ‚ÎËflÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ‡ÒÔÓÎÓ-
ÊÂÌÌ˚ı ‚ÌÂ Ó·˙ÂÏ‡ V.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ „‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.136) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ì‡˜‡Î¸-
Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÓÁÌ‡˜‡˛˘ËÂ, ˜ÚÓ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t0 ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
ÁÌ‡Ú¸ ‰‡‚ÎÂÌËÂ P Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ v ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡. àÌÙÓÏ‡ˆËfl, ÌÂÓ·-
ıÓ‰ËÏ‡fl ‰Îfl Á‡‰‡ÌËfl „‡ÌË˜Ì˚ı Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓ
ËÁ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë. é·˙ÂÏ V ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÍÛÊÂÌ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏË
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË: S0, S01, S02,..., S0n (ÒÏ. ËÒ. 4.6, ‡), Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸
ËÁ‚ÂÒÚÌÓ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ˝ÚËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 ‚ÏÂÒÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËfl Á‡‰‡Ì‡ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË:

vn(t∗) = f2(t∗)  Ì‡ S0. (4.142)

ÖÒÎË Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ Â¯ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
fl˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (4.142), ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (4.132) ‰Îfl
‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ú‡ÍÊÂ Ó·‡ÚËÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ „‡ÌË˜-
ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ÏÂÒÚÂ Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ Ú‡ÍÊÂ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú
‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ.

àÒıÓ‰fl ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ‰‚‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı „‡-
ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëfl:

P(t∗) = f1(t∗)  ËÎË vn(t∗) = f2(t∗)  Ì‡ S0.

ä‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÌËı ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡-      
‰‡˜Ë.

2. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚,
Á‡ÔÓÎÌfl˛˘ÂÈ Ó·˙ÂÏ V. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â‰ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌ‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl „‡ÌËˆ‡ S12 (ËÒ. 4.6, ‚), ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ ÍÓÚÓÓÈ ÙË-
ÁË˜ÂÒÍËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒÂ‰˚ (ρ, c) ÏÓ„ÛÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸Òfl. èËÌËÏ‡fl ˝ÚÓ ‚Ó ‚ÌËÏ‡-
ÌËÂ, Ì‡ËÒÛÂÏ ‚ÓÍÛ„ ˝ÚÓÈ „‡ÌËˆ˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S1. íÓ„‰‡ ‰Îfl Ó·˙ÂÏ‡ V∗,
Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ÌÛÚË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ S0 Ë S1, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ËÏÂÂÏ
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Ç ÔÂ‰ÂÎÂ, ÍÓ„‰‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S1 ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S12, Ó·˙ÂÏ V∗

ÒÚÂÏËÚÒfl Í V, Ë ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ (4.143) ÌÛÊÌÓ ËÌÚÂ-
„ËÓ‚‡Ú¸ ÔÓ Ó·ÂËÏ ÒÚÓÓÌ‡Ï ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S12.

ì˜ËÚ˚‚‡fl Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl Â‰ËÌË˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ n, n1 Ë n2,

n = n1, ÌÓ n = – n2,

ÔÓÍ‡Á‡ÌÌ˚ı Ì‡ ËÒÛÌÍÂ 4.6, ‚, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
P dS P P dSn

S
n n

S

v v v
1 12

1 1 2 2∫ ∫= −[ ]( ) ( ) ( ) ( ) , (4.144)

„‰Â P(1),     vn
( )1  Ë P(2),     vn

( )2  Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÌÓÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ ÒÍÓ-
ÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ  Ì‡ Á‡‰ÌÂÈ Ë ÎËˆÂ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

àÁ Á‡ÍÓÌÓ‚ ÙËÁËÍË ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ó·Â ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚-
ÏË ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡Á‰ÂÎ‡ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â¯ÂÌËfl ‚ÓÎ-
ÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï (4.126). èÓ˝ÚÓÏÛ
ËÌÚÂ„‡Î (4.144) Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸, Ë Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í Û‡‚ÌÂÌË˛
(4.128). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÚÂÓÂÏÓÈ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, ‚        
ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚ÍÎ˛˜ËÚ¸ Â˘Â Ó‰ÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ,     
‡ ËÏÂÌÌÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl P Ë ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ  
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË vn Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆÂ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÌÓ Ú‡Í
ÊÂ ·Û‰ÂÚ ÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸Òfl Á‡‰‡˜‡ Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÔË Ì‡ÎË˜ËË          
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı „‡ÌËˆ ‡Á‰ÂÎ‡ Si, i+1 Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Soi, ÓÍÛÊ‡˛˘Ëı Ó·˙ÂÏ      
V. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÏÓ„ÛÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸Òfl Ì‡ ‡ÁÌ˚ı     
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı Soi, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-      
ÚË Soi.

ë‰ÂÎ‡ÂÏ Â˘Â Ó‰ÌÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. íÓ, ˜ÚÓ „‡ÌË˜Ì˚Â Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ, ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó,
Ì‡ÎË˜ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï
ÔÓÎÂÏ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V.  Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ˝ÚÓÚ ‚ÓÔÓÒ ·Û‰ÂÚ Ó·ÒÛÊ-
‰‡Ú¸Òfl ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË‚Â‰ÂÚ Ì‡Ò Í ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÙÓÏÛÎ‡Ï ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸-
ˆ‡ Ë äËı„ÓÙÙ‡.

3. ÑÓ ÒËı ÔÓ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÔÂ‚Ë˜Ì˚Â (‚ÌÂ¯ÌËÂ) ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‚ÓÎÌ
‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡
‚ÌÛÚË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ. éÍÛÊËÏ ˝ÚÓÚ
ËÒÚÓ˜ÌËÍ Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Ss (ËÒ. 4.6, ‚) Ë ÒÌÓ‚‡ ÔËÏÂÌËÏ Á‡ÍÓÌ
ÒÓı‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË Í ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ ÔÓÎ˛, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ÂÏÛ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V∗, Á‡ÍÎ˛-
˜ÂÌÌÓÏÛ ‚ÌÛÚË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ  S0, S12 Ë Ss. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó ÔÓ-
Îfl ËÏÂÂÏ

      

∂

∂

W

t
P dS P dS P dSn

S
n

S
n

SS

3
3 3 3

0 12

0+ + + =∫ ∫ ∫v v v . (4.145)
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é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ËÌÚÂ„‡Î ‡‚ÌflÂÚÒfl      
ÌÛÎ˛:

      

P dS
Ss

n∫ =v3 0, (4.146)

ÂÒÎË ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÎË·Ó ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË Á‡‰‡Ì˚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
Sx. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‡‚ÌÂÌËfl (4.145) Ë (4.143) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
Â¯ÂÌËÂ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë, Ú.Â. ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ, ‰ÓÎÊÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

‡) ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚:

      
∇ = ∇ =2

2

2

2
2

2

2

2
1 1P
c

P
t c t

∂

∂

∂

∂
, ;v v

·) Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ss, ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ ËÒÚÓ˜ÌËÍ:

P(t∗) = f1s(t∗)  ËÎË  vn(t∗) = f2s(t∗)  Ì‡ SS;

‚) Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ Si, i+1:

Pi = Pi+1  Ë  vn, i = vn, i+1;

„) Ì‡ „‡ÌËˆÂ S0, ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ Ó·˙ÂÏ, ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ P
ËÎË ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË vn:

P(t∗) = f1(t∗)  ËÎË  vn(t∗) = f2(t∗)  Ì‡ S0;

‰) ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t0 ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸
ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸:

P( p, t0) = ψ( p, t0)   Ë   v( p, t0) = NP( p, t0).

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, ‚ÒÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÔ-
Â‰ÂÎfl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ.

é˜ÂÌ¸ ˜‡ÒÚÓ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌ˚Ï ‚ÏÂÒÚÓ Â‡Î¸ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Â„Ó ÔÓ‰ıÓ‰fl˘Û˛ ÏÓ‰ÂÎ¸, Ì‡ÔËÏÂ ÚÓ˜Â˜Ì˚È ËÎË ÎËÌÂÈÌ˚È ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍ. í‡Í‡fl Á‡ÏÂÌ‡, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ÌÂ ‚ÎËflÂÚ Ì‡ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ Ì‡ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËflı, ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‡Á ÔÂ‚˚¯‡˛˘Ëı ‡ÁÏÂ˚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. é‰Ì‡ÍÓ Ú‡ÍËÂ ÏÓ-
‰ÂÎË ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÔÓ˘‡˛Ú „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚·ÎËÁË ÌÂ„Ó. ä‡Í ·Û‰ÂÚ ÔÓ-
Í‡Á‡ÌÓ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ, ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚·ÎËÁË Ú‡ÍËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl ‰Ó ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÎÌÓÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ò‡ÏËÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ:

P( p, t∗) → Pp( p, t∗)  ËÎË  vn( p, t∗) → vnp(p, t∗), ÂÒÎË R → 0,  (4.147)

„‰Â Pp Ë vnp ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÔÂ‚Ë˜ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ÓÚ ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ËÎË ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ R Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËfl. ÄÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (4.147) ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÛÚ ˜‡ÒÚÓ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‚·ÎËÁË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.

èÓÎÂÁÌÓ Ú‡ÍÊÂ ÓÚÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. èË ËÁÛ˜ÂÌËË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ‚Ó
‚ÒÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S0 ÌÛÊÌÓ ÛÒÚÂÏËÚ¸ Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË (ËÒ.
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4.6, ‚). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÂÂ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÒÙÂ˚ ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl Ò ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ c, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÚÒÛÚ-
ÒÚ‚ÛÂÚ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ‚˚‡ÊÂÌËfl

P(t∗) → 0 Ë  v(t∗) → 0, ÂÒÎË  R → ∞, (4.148)

ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ì‡˜‡Î¸-
Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÛÊÂ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú ˝ÚÛ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÂÚ ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓÒÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (4.148).

Ç Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ Ë ÒÏÂ-
˘ÂÌËfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÎflÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸
„‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ϕ. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ,
ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ Ë Ò‚flÁ‡Ì ÒÓ ÒÏÂ-
˘ÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ Ë ËÁ·˚ÚÓ˜Ì˚Ï ‰‡‚ÎÂÌËÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË:

s = grad ϕ Ë P = – 
    
ρ ∂ ϕ

∂

2

2t
.

ì˜ËÚ˚‚‡fl ˝ÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÏÓÊÌÓ ÒÙÓ-
ÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

‡) ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ ÒÂ‰˚:

    
∇ =2

2

2

2
1ϕ ∂ ϕ

∂
i

i

c t
;

·) ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÔÂ‚Ë˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡:

ϕ(p, t∗) → ϕp(p, t∗), ÂÒÎË R → 0,

„‰Â ϕp – ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÔÂ‚Ë˜ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÓÚ ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ËÎË ÎËÌÂÈÌÓ„Ó
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡;

‚) Ì‡  „‡ÌËˆÂ ‰‚Ûı ÒÂ‰ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË:

ρiϕi(t∗)  = ρi+1ϕi+1(t∗)   Ë   
    

∂ϕ
∂

∂ϕ
∂

i it
n

t
n

( ) ( );∗ + ∗= 1

„) Ì‡ Î˛·ÓÈ „‡ÌË˜ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÒÍ‡ÎflÌ˚È
ÔÓÚÂÌˆË‡Î ËÎË ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË:

ϕ(t∗)  = α(t∗)  ËÎË  
  

∂ϕ
∂

βi t
n

t( ) ( );∗
∗=

‰) ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ËÁ-
‚ÂÒÚÌ˚ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î Ë Â„Ó ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË:

ϕ(p, t0) = α0(p)  Ë  
    

∂ϕ

∂
β( , ) ( ),p t

t
p0

2 0=

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝ÚË ‰‚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë ‰‡‚ÎÂÌËÂ.
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àÁ-Á‡ Ì‡ÎË˜Ëfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Â¯ÂÌËÂ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ó·˚˜ÌÓ
ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÚÛ‰ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. ùÚÓ Ó‰Ì‡ ËÁ „Î‡‚Ì˚ı ÔË˜ËÌ, ËÁ-Á‡
ÍÓÚÓÓÈ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ÏË
ÙÛÌÍˆËflÏË ‚ÂÏÂÌË. íÓ„‰‡ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

ϕ( p, t) = Re[Φ( p, ω)e–iωt], (4.149)

„‰Â Φ( p, ω) – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡

∇2Φ( p, ω) + k2Φ( p, ω) = 0.

á‰ÂÒ¸ k = ω/c – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ.
èÂÂ‰ ÚÂÏ, Í‡Í ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û, Á‡ÏÂÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:
‡) ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Φ( p, ω) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂ-

ÌË Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÚÔ‡‰‡ÂÚ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ-
‚Ëfl. èÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÎÂ„˜Â,
˜ÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı (·Â„Û˘Ëı) ‚ÓÎÌ;

·) Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ËÁ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚
ÒÍÓÓÒÚË ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ‡ÏÔÎËÚÛ‰.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ, „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ‡ÏÔÎËÚÛ‰
ÏÓÊÌÓ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ.

1. Ç Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı

∇2Φi +     ki
2Φ i = 0.

2. Ç·ÎËÁË ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ËÎË ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡

Φ → Φp,  ÂÒÎË  R → 0.

3. ç‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆÂ

ρiΦi = ρi+1Φi+1   Ë  
    

∂

∂

∂

∂

î îi i

n n
= +1 .

4. Ç ÒÎÛ˜‡Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÙÛÌÍˆËfl ϕ∗( p, ω) ÒÚÂÏËÚÒfl Í
ÌÛÎ˛ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË:

Φ( p, ω) → 0,  ÂÒÎË  R → ∞,

Ë ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ Ô‡‚ËÎÛ (ÛÒÎÓ‚Ë˛ áÓÏÏÂÙÂÎ¸-
‰‡), ÍÓÚÓÓÂ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓÁ‰ÌÂÂ.

ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Â¯ÂÌËfl ‰‡ÌÌÓÈ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ë
ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ËÌÚÂ„‡Î‡ îÛ¸Â Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ÈÚË ‚˚-
‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ.
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4.5. ÉêÄÇàíÄñàéççõÖ Çéãçõ Ç ÜàÑäéëíüï

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ÔËÏÂ˚ ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı Ë ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ‚ ÍÓÚÓ-
˚ı ‚ÂÍÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl s Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ÎË·Ó Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ, ÎË·Ó ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ
‚ÂÍÚÓÛ ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚ c. Ç Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓÔÓ-
‚ÓÊ‰‡ÎÓÒ¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËflÏË ÒÂ‰˚ Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, ÔÓfl‚ÎÂÌË-
ÂÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı (‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘Ëı)  ÒËÎ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ‰Û„ÓÈ ÚËÔ ‚ÓÎÌ, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚
ÊË‰ÍÓÒÚË ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÌ‡ „‡ÌË˜ËÚ Ò ‚ÓÁ‰ÛıÓÏ (ËÏÂÂÚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÛ˛
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸). èË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Ú‡ÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÙÓÏ‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙-
ÂÏ‡ ÒÂ‰˚ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl, ÌÓ ˝ÚÓ ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ. Ç ÚÓ
ÊÂ ‚ÂÏfl ÒËÎ‡ „‡‚ËÚ‡ˆËË Ë„‡ÂÚ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÛ ÊÂ ÓÎ¸, ˜ÚÓ Ë ‚ÌÛÚÂÌÌflfl
ÒËÎ‡ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË. àÁÎÓÊÂÌÌ˚Â Á‰ÂÒ¸ Ò‚Â‰ÂÌËfl ÏÓ-
„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÂÁÌ˚ ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ‚ÓÎÌ ê˝ÎÂfl Ë ëÚÓÌÎË, Ú‡Í Í‡Í ˝ÚË ‚ÓÎÌ˚
ËÏÂ˛Ú ÌÂÍÓÚÓ˚Â Ó·˘ËÂ ˜ÂÚ˚ Ò „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË.  

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó, Á‡ÔÓÎÌÂÌÌÓÂ Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÌÂ-
ÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚ¸˛ (‚flÁÍÓÒÚ¸ Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛). ä‡Í
˝ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ËÒ. 4.7, ‡, ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚË ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

P(z + ∆z) = P(z) + ρ0g∆z.

á‰ÂÒ¸ z – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË: z = 0, ‡ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ρg∆z
ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ÂÒ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ÊË‰ÍÓÒÚË ∆V, ËÏÂ˛˘Â„Ó ‚˚ÒÓÚÛ ∆z
Ë Â‰ËÌË˜ÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÎËÌÂÈÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ
„ÎÛ·ËÌ˚.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
z = 0 Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ‚Ô‡‰ËÌ‡, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ Ô‡‰ÂÌËfl Í‡ÍÓ„Ó-ÌË·Û‰¸ ÚÂÎ‡.
Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ˝ÚÓ„Ó ˜‡ÒÚËˆ˚ ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ ‚ÂÚËÍ‡ÎË ËÎË
ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ „ÓËÁÓÌÚ‡ÎË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏ‡ Ë ÂÂ Ï‡ÒÒ‡ ÔÓ Ó·Â
ÒÚÓÓÌ˚ ‚Ô‡‰ËÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ.  ÇÓÍÛ„ ‚Ô‡‰ËÌ˚ ÙÓÏËÛÂÚÒfl „Â-
·ÂÌ¸, Ë, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔËÌˆËÔÓÏ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚, ‚ ˝ÚÓÏ „Â·ÌÂ ÒÓ-
‰ÂÊËÚÒfl Ú‡ÍÓÂ ÊÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÊË‰ÍÓÒÚË, Í‡ÍÓÂ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ Á‡ÌËÏ‡ÎÓ
Ó·˙ÂÏ ‚Ô‡‰ËÌ˚.

ìêÄÇçÖçàÖ ÑÇàÜÖçàü

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÂÔÂ¸, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒÓÒÚÓflÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, ‰‡‚ÎÂÌËÂ ËÁÏÂ-
ÌflÂÚÒfl Ë ‚‰ÓÎ¸ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl Ë Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÔÓ „ÎÛ-
·ËÌÂ ÛÊÂ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ. àÁ-Á‡ ˝ÚÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ÊË‰ÍÓÒÚË ÔÓ-
ËÒıÓ‰ËÚ Ò ÛÒÍÓÂÌËÂÏ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÒËÎ˚ „‡‚ËÚ‡ˆËË ˜‡ÒÚËˆ˚
„Â·Ìfl ‰‚ËÊÛÚÒfl ‚ÌËÁ Ë ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ì‡ Â„Ó ÏÂÒÚÂ Ú‡ÍÊÂ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ‚Ô‡‰ËÌ‡.
ä‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ, „Â·ÌË Ë ‚Ô‡‰ËÌ˚ Ó·‡ÁÛ˛ÚÒfl Ì‡ ·ÓÎÂÂ ‰‡ÎÂÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ë
Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÎÌ‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÚÓ˜ÍË
Ò‚ÓÂ„Ó Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl.
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í‡Í‡fl ‚ÓÎÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ËÁ-Á‡ ÓÎË, ÍÓÚÓÛ˛ ‚ ÌÂÈ Ë„‡ÂÚ
„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÔÓÎÂ.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ì‡Ï ÔÓÌ‡‰Ó·flÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl:
‡) ÊË‰ÍÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓÈ, Ú.Â. ÂÂ ‚flÁÍÓÒÚ¸ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛;
·) ÊË‰ÍÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ: K → ∞;  
‚) ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ s Ï‡Î˚ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‰ÎËÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚.
àÁÛ˜ÂÌËÂ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡˜‡Ú¸ ÒÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚

Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÈ ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 4.1:

      
div s = − P

K
a       Ë       

      
ρ ρ∂

∂
0 0grad 

2

2

s g
t

P= − +

ËÎË, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÊË‰ÍÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ,

      
div Ë 0 0s g.s= = −∇ +0

2

2
ρ ρ∂

∂t
P (4.150)

á‰ÂÒ¸ ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:
‡) ÛÒÍÓÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ‚˚Á‚‡ÌÓ ‰‚ÛÏfl ÔË˜ËÌ‡ÏË:

„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Ï ÔÓÎÂÏ Ë ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ ‰‡‚ÎÂÌËÈ;
·) ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË ‡ÁÌÓÒÚ¸ ‰‡‚ÎÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÔË-

˜ËÌÓÈ, ÍÓÚÓ‡fl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ï‡ÒÒ˚. Ç ÒÎÛ-
˜‡Â „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ ˝Ú‡ ËÁ·˚ÚÓ˜Ì‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρa ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, ‡
‡ÁÌÓÒÚ¸ ‰‡‚ÎÂÌËÈ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ËÁ-Á‡ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚·ÎËÁË
Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ë ÌËÊÂ.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌËflÏ (4.150), ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

rot s = 0  Ë  div s = 0, (4.151)

Ú.Â. ‚ÌÛÚË ÊË‰ÍÓÒÚË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ë ‚ËıË ÔÓÎfl s.
ÉÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.151) ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ „‡-

‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÂ ÔÓÎÂ ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ Ó·˙ÂÏ‡ (div s = 0) Ë Û ÔÓÎfl
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚‡˘ÂÌËfl Ë ÔÓÒÚ˚Â Ò‰‚Ë„Ë (rot s = 0).

ÇÏÂÒÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl s, Û‰Ó·ÌÂÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ v. ÑËÙÙÂ-
ÂÌˆËÛfl Û‡‚ÌÂÌËfl (4.151) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÎÛ˜ËÏ

rot v = 0  Ë div v = 0. (4.152)

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

v = gradϕ1, (4.153)

„‰Â ϕ1 – ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÔÓÎfl v.
èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.153) ‚Ó ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.151) ‰‡ÂÚ

div grad ϕ1 = 0

ËÎË

∇2ϕ1 = 0. (4.154)
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ1 ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
flÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ã‡ÔÎ‡Ò‡, ÍÓÚÓÓÂ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚ı ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı
(ËÒ. 4.7, ‡) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

    

∂ ϕ

∂

∂ ϕ

∂

∂ ϕ

∂

2
1

2

2
1

2

2
1

2
0

x y z
+ + = . (4.155)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, Á‡ ËÒÍÎ˛-
˜ÂÌËÂÏ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË z = 0.

ÉêÄçàóçõÖ ìëãéÇàü

óÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‚ÓÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (4.150), ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏ ÒÓ·ÓÈ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ ‚ÚÓ-
Ó„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡. Ç‚Ó‰fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚

v = ∂s/∂t

Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.153), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
ρ ρ∂ϕ

∂
0 0grad grad 1

t
P= − + g. (4.156)

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ „‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË, z-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ˝ÚÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      
ρ ρ∂

∂

∂ϕ

∂

∂

∂
0 0g

z t
P
z

1 = − − . (4.157)

êËÒ. 4.7. Ñ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ÔÓÎÓÊÂÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl (‡); ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË (·); ‡ÒÔÓ-
ÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (‚);  ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl  ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó  Ó·˙ÂÏ‡ („)
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á‰ÂÒ¸ g – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎfl, ‡ ÁÌ‡Í "ÏËÌÛÒ" ÔÂÂ‰ ÔÓÒÎÂ‰-
ÌËÏ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ËÁ-Á‡ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓÎfl
g ‚Ò˛‰Û ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÓÒË z.

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.157) ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ z ‰‡ÂÚ

      
ρ ρ∂ϕ

∂0 0
1

t
P gz C= − − + . (4.158)

á‰ÂÒ¸ C – ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ z, ‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ1

fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÒÔÓÏÓ„‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÍÓÌÒ-   
Ú‡ÌÚ˚.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‚ÌflÂÚÒfl ‡ÚÏÓÒÙÂ-
ÌÓÏÛ ‰‡‚ÎÂÌË˛ P0, ÍÓÚÓÓÂ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï, ÔÂÂÔË¯ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ
(4.158) ‚ ‚Ë‰Â

      
P gs C

t
z0

1= − − +ρ ρ∂ϕ

∂
0 0 , (4.159)

„‰Â sz Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Ë sz = z.
óÚÓ·˚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.159), Á‡‰‡‰ËÏ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ1 Í‡Í

    
ϕ ϕ

ρ1
0

0
1= − −( ) .P C t

íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.159) ÔÂÂÔË¯ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

    
P P gs

t z0 = − + −ρ ρ∂ϕ
∂0 0 0

ËÎË

    
sz g t

= − 1 ∂ϕ
∂

. (4.160)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Á‡‰‡ÂÚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ sz Ë ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ ϕ
‚ ÚÓ˜Í‡ı Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ „‡ÌË˜ÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÚÂÔÂ¸ Á‡ÏÂÌËÚ¸
ÒÏÂ˘ÂÌËÂ sz ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (4.160) Â„Ó ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ ˜ÂÂÁ ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ.

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl Û‡‚ÌÂÌËÂ (4.160) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

∂

∂

∂ ϕ

∂

sz

t g t
= − 1 2

2
. (4.161)

ãÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ z-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ ÒÍÓÓÒÚË
˜‡ÒÚËˆ˚: vz. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (4.161), z-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓ-
ÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

      
vz

z z
= =
∂ϕ

∂

∂ϕ

∂
1 .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.161) ËÏÂÂÏ

    

∂ϕ

∂

∂ ϕ

∂z g t
= − 1 2

2
. (4.162)
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ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‰Îfl ÚÓ˜ÂÍ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÒÏÂ˘ÂÌÌ˚ı ‚
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ò‚ÓÂ„Ó ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó
ÔÓÎÓÊÂÌËfl. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ Ï‡Î˚, ·Û‰ÂÏ
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (4.162) ·ÂÛÚÒfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı z = 0.

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ ÚÂÔÂ¸ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÛÒ-    
ÎÓ‚ËÈ:

‡) ‚ Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓÚÂÌˆË‡Î Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ã‡ÔÎ‡Ò‡

∇2 ϕ = 0;

·) Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ:

    

∂ϕ
∂

∂ ϕ

∂z g t
z= 1 2

2
, ÂÒÎË  = 0 ;

‚) c Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌÓ-
‚Ó„Ó ÔÓÎfl ‰ÓÎÊÌ‡ ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸Òfl Ë Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÒÚÂÏËÚ¸Òfl Í ÌÛÎ˛:

ϕ(z) → 0, ÂÒÎË z → – ∞.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡¯ÂÈ Á‡‰‡˜ÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁÛ˜ÂÌËÂ Ó·˘Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌ-
Ì˚ı ‚ÓÎÌ, Ï˚ ÌÂ ·Û‰ÂÏ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ ‚ÎËflÌËÂ ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. ÅÓÎÂÂ
ÚÓ„Ó, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ y Ë ÓÔË-
Ò˚‚‡ÂÚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â Û‡‚ÌÂÌËÂ ã‡ÔÎ‡Ò‡ Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl:

∂2ϕ/∂x2 + ∂2ϕ/∂z2 = 0. (4.163)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â¯ÂÌËÈ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚
ËÌÚÂÂÒÛÂÏÒfl ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË fl‚ÎÂÌËflÏË, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
(4.163) ‚ ‚Ë‰Â

ϕ = A(z)cos(ωt – kx). (4.164)

åÌÓÊËÚÂÎ¸

cos(ωt – kx)

ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË  
x = 0.

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ‚˚‡ÊÂÌËflı A(z) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ω  Ó·Ó-
ÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÛ„Ó‚Û˛ ˜‡ÒÚÓÚÛ, ‡ k – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÔË˜ÂÏ (ÒÏ. „Î‡‚Û 3)

k = ω/c, (4.165)

„‰Â c – Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚.
óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÙÛÌÍˆË˛ A(z), ÔÓ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.164) ‚ Û‡‚ÌÂ-

ÌËÂ (4.163). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ Ó·˚˜ÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡:

d2A/dz2 – k2A = 0. (4.166)

àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

A(z) = Ce–kz + Dekz. (4.167)
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ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ‰ÓÎÊÌÓ Á‡ÚÛı‡Ú¸ ÔË z → ∞, ÓÚ·ÓÒËÏ
˜ÎÂÌ Ce–kz Ë ÔÓÎÛ˜ËÏ

A(z) = Dekz. (4.168)

Ç˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

ϕ(x, z, ω) = Dekzcos(ωt – kx). (4.169)

á‰ÂÒ¸ D Ë k fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÂ‚Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË
„‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ Á‰ÂÒ¸ ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ D ÓÒÚ‡ÌÂÚÒfl
ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï.  

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (4.169), Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ã‡ÔÎ‡Ò‡ Ë ÛÒÎÓ‚ËflÏ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
‰‚‡ ËÁ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÈ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌÌ˚ÏË. çÂËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k ÚÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ
Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (4.169)  ‚ (4.162), ÔÓÎÛ˜ËÏ

kDcos(ωt – kx) = 
    

ω 2

g
Dcos(ωt – kx)

ËÎË

k = ω2/g. (4.170)

àÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú
ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k Ë ÍÛ„Ó‚‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ω  Ò‚flÁ‡Ì˚ ÏÂÊ‰Û
ÒÓ·ÓÈ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î ϕ, Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (4.169), fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì-
ÌÓÈ ‚˚¯Â „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë, ÂÒÎË ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k Ë ÍÛ„Ó‚‡fl ˜‡Ò-
ÚÓÚ‡ ω Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÛÒÎÓ‚Ë˛ (4.170).

àÁ ÙÓÏÛÎ (4.165) Ë (4.170) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎ-
Ì˚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ‰‚ÛÏfl ‚˚‡ÊÂÌËflÏË:

c = g/ω = gT/2π (4.171)
Ë

λ = cT = gT2/2π = 2πg/ω2. (4.172)

èéÇÖÑÖçàÖ ÉêÄÇàíÄñàéççõï Çéãç

Ç Û‡‚ÌÂÌËflı (4.171) Ë (4.172) ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ËÌÚÂÂÒÌ‡fl ËÌÙÓÏ‡ˆËfl
Ó „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ‡ı. èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, Á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ëı ÒÍÓÓÒÚ¸ ÁÌ‡˜Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ (ÒÏ. Ú‡·Î. 4.1).

 í ‡ · Î Ë ˆ ‡  4.1

f,  Éˆ 0,1 1,0 10,0 100,0

c,  Ï/Ò 15,6 1,56 0,16 0,016
λ, Ï 1,56⋅102 1,56 1,56⋅10–2 1,56⋅10–4

K, Ï–1 4,0⋅10–2 4,0 4,0⋅102 4,0⋅104
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àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.171) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ˜‡Ò-
ÚÓÚ˚ ËÎË, ÚÓ˜ÌÂÂ, ÓÌ‡ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÍÛ„Ó‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ ω . Ç
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË c ÓÚ ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÒÔÂÒËÓÌ-
Ì˚Ï ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ Ë ·Û‰ÂÚ ˜‡ÒÚÓ ‚ÒÚÂ˜‡Ú¸Òfl ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ËÁÎÓÊÂÌËË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ „‡-
‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,  ËÏÂÂÏ

vx = ∂ϕ/∂x  Ë  vz = ∂ϕ/∂z.

éÚÒ˛‰‡, Û˜ËÚ˚‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (4.169) ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, ÔÓÎÛ-
˜ËÏ

vx = Dkekzsin(ωt – kx)
Ë   (4.173)

vz = Dkekzcos(ωt – kx).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ v ËÏÂÂÚ ‰‚Â  ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ-
‚˚ÏË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË Ë Ò‰‚Ë„ÓÏ Ù‡Á, ‡‚Ì˚Ï π/2. é‰Ì‡ ËÁ ˝ÚËı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ, vx,
ËÏÂÂÚ ÚÓ ÊÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ, ˜ÚÓ Ë Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚, ‡ ‚ÚÓ‡fl, vx, Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z.

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (4.173) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÂÍÚÓ‡ v ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

      v v v= + =x z
kzDk2 2 e (4.174)

Ë ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÂ‰˚ ‚ÂÍÚÓ ÒÍÓÓÒÚË ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸-
ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË XOZ.

äÓÏÂ ˝ÚÓ„Ó, ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓ ÏÂÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÎfl ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. àÏÂfl ‚ ‚Ë‰Û ËÏÂÌÌÓ ˝ÚÛ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍÛ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ,
Ëı ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ÏË. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ˝ÚÓ ÌÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ „‡-
‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÍÓÌˆÂÌÚËÛ˛ÚÒfl ‚·ÎËÁË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. ÑÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Ëı Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÏÌÓÊËÚÂÎÂÏ

      e ekz
z

=
2π

λ . (4.175)

ÖÒÎË „ÎÛ·ËÌ‡ z  ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ λ , z << λ , ÚÓ Á‡ÚÛ-
ı‡ÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı „ÎÛ·ËÌ‡ı
ÏÓÊÌÓ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ú‡ÍËÂ ÊÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl, Í‡Í Ë
fl‰ÓÏ ÒÓ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ z = 0. ç‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË „ÎÛ·ËÌ‡ z  ÔÂ‚˚-
¯‡ÂÚ ‰ÎËÌÛ ‚ÓÎÌ˚, z  > λ , ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ·˚ÒÚÓ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌËÁÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÏÓÊÌÓ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ Ë Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı
„ÎÛ·ËÌ‡ı, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÍÓÌˆÂÌÚËÛ˛ÚÒfl ‚·ÎËÁË
Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. á‰ÂÒ¸ ÔÓÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ó˜Â‚Ë‰Ì‡fl ‡Ì‡ÎÓ„Ëfl ÒÓ ÒÍËÌ-
˝ÙÙÂÍÚÓÏ ‚ ˝ÎÂÍÚÓÏ‡„ÌÂÚËÁÏÂ.

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÚÂÔÂ¸ Ú‡ÂÍÚÓË˛ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ÊË‰ÍÓÒÚË. àÌÚÂ„ËÓ‚‡-
ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ
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vx = ∂sx/∂t  Ë  vz = ∂sz/∂t

‰‡ÂÚ

sx = x – x0 = – D
  
k
ω

ekz  cos(ωt – kx)

Ë (4.176)

sz = z – z0 = D
  
k
ω

ekz  sin(ωt – kx).

á‰ÂÒ¸ x0 Ë z0 – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË, ÍÓ„‰‡ ÊË‰ÍÓÒÚ¸ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚, Ï˚ ÏÓÊÂÏ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú˚ x Ë z ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (4.176), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ì‡ x0 Ë z0. Ç Â-
ÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ú‡ÍÓÈ Á‡ÏÂÌ˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ

x – x0 = – D
  
k
ω

      ekz0 cos(ωt – kx0),

(4.177)

z – z0 = D
  
k
ω

      ekz0 sin(ωt – kx0).

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ:

(x – x0)
2 + (z – z0)

2 = D2

      

k kz
2

2

2 0

ω
e ,

Ú.Â. ˜‡ÒÚËˆ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡

      
R D D zk

g

kz kz= =
ω

ωe e0 , ÂÒÎË  <  0. (4.178)

äÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x0 Ë z0  ˆÂÌÚ‡ ˝ÚÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÔÓÎÓÊÂÌË˛
‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ˜‡ÒÚËˆ˚. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (4.178), Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ „ÎÛ·ËÌ˚
z0 ‡‰ËÛÒ ˝ÚÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl.

óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚‰ÓÎ¸ Ú‡ÂÍÚÓËË,
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ, ˜ÚÓ

0 ≤ ωt – kx < 
  
π

2
.

íÓ„‰‡, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.177), Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË „ÓËÁÓÌ-
Ú‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl sx  ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‚ÂÚË-
Í‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ sz  Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl (ËÒ. 4.7, ·). éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
˜‡ÒÚËˆ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÔÓ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÂ ÊÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‰‚Ë-

ÊÂÌËfl ÒÓı‡ÌflÂÚÒfl Ë ‰Îfl ‰Û„Ó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ÔÂËÓ‰Ó‚

  
π

2
 ≤ ωt – kx ≤ 2π.

îÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ë ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ËÒ. 4.7, ‚.
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ÅÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, ÏÂÊ‰Û ‰‚ËÊÂÌËflÏË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˜‡ÒÚËˆ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ù‡ÁÓ‚˚È
Ò‰‚Ë„. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 4.7, ‚, Í‡Ê‰‡fl ˜‡ÒÚËˆ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÍÛÊÌÓÒÚË
ÔÓ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍÂ, ÔË˜ÂÏ ˆÂÌÚ˚ ˝ÚËı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ z0. èË ˝ÚÓÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‚˚‡ÊÂÌË˛ (4.169), ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÔÓ ÓÒË
x ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ò‚ÓÂ„Ó Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl: ÔÓÎÂ
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ, ÔÓÎÂ ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë ÔÓÎÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl – ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ y,
Ú‡Í‡fl ‚ÓÎÌ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ. ùÚÓ Ì‡Á‚‡ÌËÂ ‚ÔÓÎÌÂ ÒÂ·fl ÓÔ‡‚‰˚‚‡ÂÚ, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ Ù‡Á‡ ‚ÓÎÌ˚

ωt – kx

ÓÒÚ‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ‰Îfl ‚ÒÂı ÚÓ˜ÂÍ, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı Í‡ÍÓÈ-ÎË·Ó ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚË, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË YOZ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰ÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ Ù‡-
Á˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ – Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚, ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, Ô‡‡ÏÂÚÓÏ c
(ÒÏ. ‚˚‡ÊÂÌËÂ 4.171).

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ù‡Á˚, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÌÂ ÓÒÚ‡ÂÚ-
Òfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÔËÏÂ
ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚.

àÌÚÂÂÒÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ Y, „‰Â

Y = Pv,
ËÎË

Yx = Pvx  Ë Yz = Pvz. (4.179)

á‡ÏÂÌflfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î ϕ1 Ì‡ ϕ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (4.158), ÔÓÎÛ˜ËÏ

P(z, t) = P0 – ρ0
  
∂ϕ

∂t
  – ρ0gz

ËÎË

P(z, t) = A – ρ0
  
∂ϕ

∂t
. (4.180)

á‰ÂÒ¸ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ A ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË.
èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.169) ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚ ÙÓÏÛÎÛ

(4.180) ‰‡ÂÚ

P = A + ρ0ωDekzsin(ωt – kx). (4.181)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË (4.173) Ë (4.179) ÔÓÁ‚Ó-
Îfl˛Ú ‚˚‡ÁËÚ¸ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

Yx = Avx + ρ0ωkD2e2kzsin2(ωt – kx)
Ë (4.182)

Yz = Avz + 
    
ρ ω0

2

2
kD e2kzsin2(ωt – kx),

„‰Â „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ Yx ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚.
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ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Î˛·ÓÈ ÔÓÏÂÊÛÚÓÍ ‚ÂÏÂÌË ÔÓÚÓÍ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Yx

Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÚÓ˜ÍË Á‡ÓÊ‰ÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÌÚÂ„ËÛfl
ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (4.182) ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

Y dt dt kDx

kzT T
kzkD= =∫ ∫

ρ ω πρ0
2 2

0
0

0

2 2
2

e e , (4.183)

ÔË˜ÂÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ Avx  ÌÂ ‰‡ÂÚ ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ‚ÍÎ‡‰‡ ‚ ˝ÚÓÚ ËÌÚÂ„‡Î.
ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Ì‡ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ Yz ÏÂÌflÂÚ ÁÌ‡Í

Ë ÔÓÚÓÍ ˜ÂÂÁ Â‰ËÌË˜ÌÛ˛ ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = const Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸.
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,

      
Y dt ADk t kx dtz

T
kz

T

= − +∫ ∫
0 0

e cos( )ω

      
+ − =∫
ρ ω

ω0 2 2

02
2 0

k
D t kx dtkz

T

e sin ( ) .

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ú‡ ˜‡ÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË, ÍÓÚÓ‡fl Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ Yz, ‚
ÔÂ‚˚Â ÔÓÎÔÂËÓ‰‡ ÔÂÂÌÓÒËÚÒfl ‚ÌËÁ ÓÚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‡ Á‡ÚÂÏ ‚ÓÁ-
‚‡˘‡ÂÚÒfl Ó·‡ÚÌÓ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ‡ÒÔÓÒÚ‡-
ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl Ë ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚‰ÓÎ¸
ÓÒË z. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÓ‰ÌÓ-
Ó‰Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ÊË‰ÍÓÒÚË, ‚˚-
Á‚‡ÌÌÛ˛ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Û·Â‰ËÏÒfl Â˘Â ‡Á ‚ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó-
ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.151).
èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,

div s = ∂sx /∂x + ∂sx /∂z.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ë ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.176), ÔÓÎÛ˜ËÏ

div s = –
      
k kD t kx D t kxkz kz

2 2

0
ω ω

ω ωe esin( ) sin( ) ,− + − ≡

Ú.Â., Í‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛            
Ó·˙ÂÏ‡.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚Â ÌÂÌÛÎÂ‚˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚: sx Ë sy,
Ë ˝ÚË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ y, ÔÓÎÛ˜ËÏ

rotx s = 0,  rotz s = 0
Ë

roty s = 
  

∂
∂

∂
∂

s
z

s
x

x z− . (4.184)

Ñ‡ÎÂÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (4.176) ËÏÂÂÏ
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∂

∂ ω
ωs

z
kx kzD t kx= − −

2
e cos( )

Ë (4.185)

      

∂

∂ ω
ωs

x
kz kzD t kx= − −

2
e cos( )

Ú.Â.

rot s = 0.

ä‡Í ÛÊÂ ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ, ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ‚‡˘ÂÌËfl  Ë ‰ÂÙÓÏ‡-
ˆËÈ ÔÓÒÚÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ËÏÂÂÚÒfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ˜ËÒÚÓ„Ó Ò‰‚Ë„‡,
ÔË ÍÓÚÓÓÈ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸Ì˚È ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ Ú‡ÌÒÙÓÏËÛÂÚÒfl ‚ ÓÏ·
(ËÒ. 4.7, „).


