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É Î ‡ ‚ ‡  6. àçíÖêîÖêÖçñàü à ÑàîêÄäñàü

6.1 ëìèÖêèéáàñàü Çéãç éí çÖëäéãúäàï
èÖêÇàóçõï àëíéóçàäéÇ Ç éÑçéêéÑçéâ ëêÖÑÖ

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡ÂÏ˚ı ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÒÂ‰Â  ÎË·Ó Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï, ÎË·Ó ÎËÌÂÈÌ˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ. èÂ-
Â‰ ÚÂÏ, Í‡Í ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚Â ÒÎÛ˜‡Ë, ÒÙÓÏÛÎËÛÂÏ Â˘Â ‡Á
ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓÎÂÈ, ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡ÂÏ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌË-
Í‡ÏË.

1. ÇÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍË ÒËÏÏÂÚ-
Ë˜Ì˚Ï. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ‡ÒÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÔÓ
ÒÙÂÂ, ‚ ˆÂÌÚÂ ÍÓÚÓÓÈ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ Ò‡Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍ. ÉÂÓÏÂÚËfl ‚ÓÎÌÓ‚˚ı
ÔÓÎÂÈ (‚ÍÎ˛˜‡fl ‚ÂÍÚÓ èÓÈÌÚËÌ„‡) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ
ÍÓÚÓÓÏÛ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı ÎÛ˜ÂÈ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ-
Ì˚ı ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÓÓ·‡Ê‡ÂÏ˚ı
ÍÓÌË˜ÂÒÍËı ÚÛ·ÓÍ Ò ‚Â¯ËÌÓÈ ‚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÂ. èÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ‚‰ÓÎ¸ Í‡Ê‰ÓÈ
Ú‡ÍÓÈ ÚÛ·ÍË ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï, ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ÛÏÂÌ¸¯‡-
ÂÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ ÏÂÂ Û‰‡ÎÂÌËfl ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‡ÒÚÂÚ ÔÎÓ˘‡‰¸ ÒÂ˜ÂÌËfl
ÚÛ·ÍË. ÇÂÍÚÓ˚ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ÒÍÓÓÒÚË ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ˜‡ÒÚËˆ ÒÂ‰˚ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸-
Ì˚ ÒÂ˜ÂÌË˛ Í‡Ê‰ÓÈ ÍÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÚÛ·ÍË.

2. ÇÒÂ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚË ÁÓÌ˚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl, ‡ ËÏÂÌÌÓ ·ÎËÊÌflfl, ÔÓ-
ÏÂÊÛÚÓ˜Ì‡fl Ë ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÓÎÌÓ‚‡fl. Ç ·ÎËÊÌÂÈ ÁÓÌÂ  ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ‚ Î˛·ÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ˜ÚË ÒËÌıÓÌÌÓ Ò ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË ‚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ·ÎËÁÓÒÚË ÓÚ ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍ‡. Ç ˝ÚÓÈ ˜‡ÒÚË ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰˚ ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔË
ÍÓÚÓ˚ı ˝ÙÙÂÍÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡Î. Ç ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÔÓÏÂÊÛ-
ÚÓ˜ÌÓÈ ÁÓÌ˚ ˝ÙÙÂÍÚ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl Ò‡‚ÌËÏ˚ÏË Ò ‚Ë·‡ˆË-
ÓÌÌ˚ÏË ˝ÙÙÂÍÚ‡ÏË. à, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ‚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ
·Â„Û˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÚÓ˚ı ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó·˚˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ ‰‚‡ fl‚ÎÂÌËfl. é‰ÌÓ ËÁ ÌËı
(‚Ë·‡ˆËË) ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÒËÌıÓÌÌÓÏ ËÁÏÂÌÂÌËË ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ÒÂı ˜‡ÒÚËˆ.
éÌÓ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ ÒÂ‰˚, ÔË ÍÓÚÓÓÈ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ‰ËÎ‡Ú‡-
ˆËfl, Ë Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ  ‚ ÒÂ‰Â ÌÂ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl. ÇË·-
‡ˆËË ·˚ÒÚÓ Á‡ÚÛı‡˛Ú Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. ÇÚÓÓÂ fl‚ÎÂÌËÂ – ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ – Ú‡ÍÊÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂı ÚÂı ÁÓÌ‡ı, Ó‰Ì‡ÍÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚
‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ ÓÌÓ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰ÓÏËÌËÓ‚‡Ú¸ Ë ‰‡ÂÚ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ ‚ÍÎ‡‰ ‚ ÒÏÂ-
˘ÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ. ÑÎfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ˝Ú‡ ÁÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ  "R/λ.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Â˘Â ‡Á ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ó‰ËÌ‡-
ÍÓ‚˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÂı ÁÓÌ‡ı.
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ä‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚ÏË, ÍÓ„‰‡
‚ÏÂÒÚÓ Ó‰ÌÓ„Ó ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ò‡ÁÛ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ. Ç ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ ÔÓÎÂÈ ÓÚ ‚ÒÂı ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÓ‚:
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Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ú‡ÍÓÈ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ fl‚ÎÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
ÎË·Ó ËÌÚÂÙÂÂÌˆËÂÈ, ÎË·Ó ‰ËÙ‡ÍˆËÂÈ, Ë ÍÓÚÓÓÂ Ë„‡ÂÚ  ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸-
ÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ Û‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Î˛·‡fl ‚ÓÎÌ‡
(Ô‡‰‡˛˘‡fl, ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl, ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ‡fl, „ÓÎÓ‚Ì‡fl ËÎË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ‡fl) ‚ ‰ÂÈÒÚ-
‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl  ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÔÂ‰-
ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ ˜‡ÒÚÓÚ‡ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚‡. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ˝ÚÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ
·Û‰ÂÚ ÒÌflÚÓ.

àÌÓ„‰‡, ÔË ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÏ ˜ËÒÎÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, Ï˚ ·Û‰ÂÏ „Ó‚ÓËÚ¸ Ó· ËÌ-
ÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ. ëÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‚ÓÎÌ ÓÚ ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡Á˚-
‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙ‡ÍˆËÂÈ.  äÓÌÂ˜ÌÓ, Ú‡Í‡fl ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ÌÓÈ, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ Ë ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl Ë ‰ËÙ‡ÍˆËfl ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú, ÔÓ ÒÛÚË, Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ
ÔÓˆÂÒÒ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓÎÂÈ.

óÚÓ·˚ ÎÛ˜¯Â ÔÓÌflÚ¸, Í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚ÓÎÌ ÓÚ
‡ÁÌ˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚ˚ı
ÔËÏÂÓ‚.

èËÏÂ 1: ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl ‰‚Ûı ‚ÓÎÌ

èÛÒÚ¸ ËÏÂÂÚÒfl ‰‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. íÓ„‰‡ ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î‡ (s = grad U) ËÏÂÂÏ

U1(p, t) = A1 cos(ωt + ϕ1)
Ë  (6.1)

U2(p, t) = A2 cos(ωt + ϕ2)

ËÎË

U1(p, t) = A1 cos(ωt + kR1)

Ë  (6.2)

U2(p, t) = A2 cos(ωt + kR2 – α),

„‰Â R1 Ë R2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‰Ó, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
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k = ω/c = 2π/λ.

è‡‡ÏÂÚ α ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚.
àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.2) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌ‡ÏË, ÔËıÓ‰fl˘ËÏË ‚

ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl, ÔÓÏËÏÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡ α , ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÈ

∆R = R2 – R1.       (6.3)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚: A1 = A2. íÓ„‰‡ ÒÛÏÏ‡ ‰‚Ûı
‚ÓÎÌ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

U (p, t) = A cos(ωt + ϕ1) + A cos(ωt + ϕ2).

èËÏÂÌflfl ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ, ÔÓÎÛ˜ËÏ

U (p, t) = 2A cos
  

ϕ ϕ2 1

2

−







 cos

    
ω ϕ ϕt+ −









2 1

2

ËÎË

U (p, t) = AR cos
    
ω ϕ ϕt+ +









2 1

2
,       (6.4)

„‰Â

AR = 2A cos
  

1
2

(ϕ2 – ϕ1).       (6.5)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÂ ÔÓÎÂ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ, Á‡‚ËÒfl˘ÂÈ ÓÚ ‡ÁÌÓÒÚË Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ËÒıÓ‰Ì˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË Ë ËÏÂ˛˘ÂÈ
‡ÏÔÎËÚÛ‰Û, ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÛ˛ A. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl Ì‡˜‡Î¸Ì‡fl Ù‡Á‡ ÒÛÏ-
Ï‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÒÂ‰ÌÂÏÛ ÓÚ Ù‡Á ϕ1 Ë ϕ2:

  
τ ϕ ϕ= +1 2

2
.       (6.6)

èÂÊ‰Â ˜ÂÏ ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í ‡Ì‡ÎËÁÛ ˝ÙÙÂÍÚ‡ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË, ‡ÒÒÏÓÚËÏ
·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ A1 Ë A2 ÌÂ ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û. ë ˝ÚÓÈ
ˆÂÎ¸˛  Û‰Ó·ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡.
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

u = u1 + u2

ËÎË

u =    A e A e AR
i i iτ ϕ ϕ= +1 2

1 2e .       (6.7)

óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û AR, Û˜ÚÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

z2 = zz∗.

„‰Â z∗ – ‚ÂÎË˜ËÌ‡, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓ ÒÓÔflÊÂÌÌ‡fl ˜ËÒÎÛ z.
èÓÎ‡„‡fl



218

u = 
  
A eR

iτ      Ë    u∗ = 
    
AR

ie− τ ,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    A A e A e A e A eR
i i i i2

1 2 1 2
1 2 1 2= + + =− −( )( )ϕ ϕ ϕ ϕ

    
= + + +[ ]− − −A A A A e ei i

1
2

2
2

1 2
2 1 2 1( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ

ËÎË

    A A A A AR
2

1
2

2
2

1 2 2 12= + + +cos( )ϕ ϕ .       (6.8)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    A A A A AR = + + −1
2

2
2

1 2 2 12 cos( )ϕ ϕ .       (6.9)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔË A1 = A2

    A AR = + −2 1 2 1cos( )ϕ ϕ

ËÎË

    
A AR =

+
2 2 1

2
cos

ϕ ϕ
,

˜ÚÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.5).
ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡     AR

2

Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÒË„Ì‡Î‡ I. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (6.8),
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÒÛÏÏÂ ÚÂı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı. èÂ-
‚˚Â ‰‚‡, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â     A1

2  Ë     A2
2 , ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ, ‚˚-

Á‚‡ÌÌ˚ı, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÂ‚˚Ï Ë ‚ÚÓ˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÎ‡„‡Â-
ÏÓÂ

2A1A2 cos(ϕ2 – ϕ1)

ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ˝ÙÙÂÍÚ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ˝ÚËı ‚ÓÎÌ. ùÚÓ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï, ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï ËÎË ‡‚ÌflÚ¸Òfl ÌÛÎ˛. Ç ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚
ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËÂÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ I
ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÒÛÏÏÛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚÂÈ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı
Í‡Ê‰˚Ï ËÁ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚:

I > I1 + I2

ÖÒÎË ÚÂÚ¸Â ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ (6.8) fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï, Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÒÚ-
ÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl Ë

I < I1 + I2

ç‡ÍÓÌÂˆ, ÂÒÎË Ù‡Á˚ ϕ1 Ë ϕ2  Ò‚flÁ‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ
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ϕ2 – ϕ1 =
  
π
2

(2n + 1),

„‰Â n – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÚÓ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËÓÌÌ˚È ˜ÎÂÌ ‚ (6.8) ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ Ë

I = I1 + I2.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.5), ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ,
˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ, ËÏÂ-
˛˘Ëı Ù‡ÁÓ‚˚È Ò‰‚Ë„ α.

ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ˝ÚËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡-
ÏË, Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËflı, ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡˛˘Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d ÏÂÊ‰Û Ò‡ÏËÏË
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË (ËÒ. 6.1, ‡):

R1 >> d     Ë    R2 >> d.     (6.10)

êËÒ. 6.1.  ëËÒÚÂÏ‡, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl
ËÁ ‰‚Ûı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (‡); ÔÓ‚Â‰Â-
ÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË (d
= λ/2) (·); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË (d = 2λ) (‚);
ÒËÒÚÂÏ‡, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ n ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍÓ‚ („)
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Ñ‡ÌÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ,
˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û Ë ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÚÓ˜ÍË
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

àÒÒÎÂ‰ÛÂÏ ÚÂÔÂ¸, Í‡Í ‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ-
˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓÙËÎfl, Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÎËÌËË, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ Ó·‡ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍ‡ (ËÒ. 6.1, ‡). Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÎÌ˚, ÔËıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜-
ÍÛ p, ËÏÂ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â Ù‡Á˚, Ë, Í‡Í  ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, Ù‡ÁÓ‚˚È Ò‰‚Ë„ ÒÓ-
ÒÚÓËÚ ËÁ ‰‚Ûı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı. èÂ‚ÓÂ Ëı ÌËı ‡‚ÌflÂÚÒfl α . ÇÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ÓÁ-
ÌËÍ‡ÂÚ ËÁ-Á‡ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ ‡ÁÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÓÚ ÚÓ˜ÍË
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. ë Û˜ÂÚÓÏ ÛÒÎÓ‚ËÈ (6.10) ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ
‡‚ÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ:

∆R = R2 – R1 = d sin θ,     (6.11)

„‰Â Û„ÓÎ θ ÔÓÍ‡Á‡Ì Ì‡ ËÒ. 6.1, ‡.
ïÓÚfl ‡ÁÌÓÒÚ¸ ∆R ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡Î‡ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò R, Ù‡Á‡, ÓÔÂ‰ÂÎflÂ-

Ï‡fl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

    
d sin θ

λ
,

ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ó˜ÂÌ¸ ·ÓÎ¸¯ÓÈ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌ˚È Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ‡‚ÌflÂÚÒfl

ϕ2 – ϕ1 = α + k ∆R = 
    
α π

λ
+ 2 d sin θ.     (6.12)

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.5) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl AR fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ  Ò‰‚Ë„‡ Ù‡Á ϕ2 – ϕ1.

èÓÎ‡„‡fl  α = 0, ÔÂÂÔË¯ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.5) ‚ ‚Ë‰Â

AR = 2A cos
    

2π

λ
θd sin





. (6.13)

éÚÒ˛‰‡, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ÒÂ‰ÌÂÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓÙËÎfl θ = 0, ËÏÂÂÏ

AR = 2A.     (6.14)

ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó˜Â‚Ë‰ÂÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ó·Â ‚ÓÎÌ˚ ÔËıÓ‰flÚ ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÛ˛
ÚÓ˜ÍÛ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË Ù‡Á‡ÏË Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È
˝ÙÙÂÍÚ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË-
˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ 4 ‡Á‡.

èË ËÁÛ˜ÂÌËË ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ ‚‰ÓÎ¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÔÓÙËÎfl
Û‰Ó·ÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl:

1) d ≤ λ     Ë     2) d > λ.

ëÎÛ˜‡È 1: d ≤ λ     

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ÔÓÎÓÊËÏ

 d = λ/2.     
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íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.13) ÔÓÎÛ˜ËÏ

AR = 2A cos
  

π θ
2

sin





,     (6.15)

Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ
Û„Î‡ θ.

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË θ = π/6

  
π π π

2 6 4
sin =   Ë   AR =     2A.

éÚÒ˛‰‡

I = 2I1 = 1I2.

Ç ÔÂ‰ÂÎÂ, ÔË θ = π/2, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

AR → 0

Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËÂÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl π (ËÒ. 6.1, ·).

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔË d = λ/m  Ë m <<  1, Ú‡ÍÊÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, ÍÓ„‰‡ θ → π/2. é‰Ì‡ÍÓ ÔË d <<  λ
‚ÎËflÌËÂ ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡ÎÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡Í-

ÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ϕmax ÒÚÂÏËÚÒfl Í 
    
2 π

m
:

0 ≤ ϕ < 
    
2 π

m
.

ëÎÛ˜‡È 2: d > λ     

ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÎÓÊËÏ d = 2λ. íÓ„‰‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.13)
‰‡ÂÚ

AR = 2A cos (2π sin θ).     (6.16)

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl AR fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚÌÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Û„Î‡ θ, ‡ÒÒÏÓ-
ÚËÏ ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

0 ≤ θ ≤ π/2.

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.16) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡ ÔË

2π sin θ = kπ,

„‰Â

k = 0, 1, 2.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Ëı ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Û„Î‡Ï θ:
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θ = 0,  π/6,  π/2.

íÓ˜ÍË, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, ÓÔÂ‰ÂÎfl-
˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ

2π sin θ = (2k + 1)
  
π

2
,

Ú.Â. ÔË ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Û„Î‡ θ: θ = 0,25 Ë θ = 0,85. èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍ-
ˆËË I ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.1, ‚.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÚÂÔÂ¸ ÙÛÌÍˆËfl I ËÏÂÂÚ ÔflÚ¸ Ï‡ÍÒËÏÛ-
ÏÓ‚, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝Í‚‡ÚÓË‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
θ = 0, Ó‰Ì‡ÍÓ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÚÓ˜Í‡ÏË Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÒËÎ¸Ì‡fl ‰ÂÒÚÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌ-
ÚÂÙÂÂÌˆËfl.

èÛÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ‡‚ÌflÂÚÒfl

d = mλ,     (6.17)

„‰Â m – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ.
àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.13) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡, ÂÒÎË

πm sin θ = kπ

ËÎË

sin θ = k/m,

„‰Â
k = 0, 1, 2, ..., m.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d Í ‰ÎËÌÂ ‚ÓÎÌ˚ λ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ
˜ËÒÎÓ ˝ÍÒÚÂÏÛÏÓ‚ ÙÛÌÍˆËË AR. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

0 ≤ θ < π/2

‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ-
„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl

AR = 2A

‚ m+1 ÚÓ˜Í‡ı.
Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÂÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ d ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ÏÂÌ¸¯Â λ, ÚÓ ÔË θ

= 0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ Ï‡ÍÒËÏÛÏ.
Ç ˝ÚËı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ m ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˆÂÎ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓ„‰‡

[m] < m < [m + 1],

˜ËÒÎÓ Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ ÙÛÌÍˆËË AR  ‡‚ÌflÂÚÒfl [m] + 1. á‰ÂÒ¸ Í‚‡‰‡ÚÌ˚Â ÒÍÓ·ÍË
[] Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.2) – (6.5), ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë Ù‡Á‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛-
˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÌÂ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl, ÂÒÎË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

R1 – R2 = const   Ë    R1 + R2 = const.
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ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl AR ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË „Ë-
ÔÂ·ÓÎÓË‰‡ ‚‡˘ÂÌËfl, ‡ Ù‡Á‡ ÌÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ı ‚‡˘ÂÌËfl, Ë Û
ÌËı ËÏÂÂÚÒfl Ó·˘ËÂ ÙÓÍÛÒ˚, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ËÒÚÓ˜ÌËÍË. í‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı ‡‚ÌÓÈ Ù‡Á˚, Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ
‰ÂÎÓ Ò ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚,
ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â, ˜ÚÓ ˝ÌÂ„Ëfl, Ò„ÂÌÂËÓ‚‡ÌÌ‡fl Í‡Ê‰˚Ï ËÁ ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓ‚, ÔÂÂÌÓÒËÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ÔflÏ˚ı (ÔÛÌÍÚËÌ˚Â ÎËÌËË Ì‡ ËÒ.
6.1, ‡). ç‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ˝ÚËı ÔflÏ˚ı ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û„ÎÓÏ θ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÏ
ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌ‡ÏË, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl-
˛˘ËÏËÒfl ‚‰ÓÎ¸ ˝ÚËı ÔflÏ˚ı, ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.10).
í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰, ÎÂÊ‡˘ËÈ ‚ ÓÒÌÓ‚Â Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÔË·ÎËÊÂÌËÈ î‡ÛÌ„ÓÙÂ-
‡ Ë îÂÌÂÎfl, ÔÓÎÂÁÂÌ ÔË ËÁÛ˜ÂÌËË ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ‚ÓÎÌ ‚ „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎÂÂ
ÒÎÓÊÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÓÔËÒ‡ÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ÔË‚Ó‰ËÚÒfl ÌËÊÂ.

èËÏÂ 2: ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl ‚ÓÎÌ ÓÚ n ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ‚ÓÎÌ ÓÚ n ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ Ó‰ÌÓÈ
ÔflÏÓÈ (ËÒ. 6.1, „). èÛÒÚ¸ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û Î˛·˚ÏË ‰‚ÛÏfl
ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË Ë ‡‚Ìfl˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
d Ë α . èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚ¸ (n – 1) d ‚ÒÂ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡
Ï‡Î‡ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ ÌÂ„Ó ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. ëÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ϕ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ˝ÚËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚
ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.12).

èËÏÂÌflfl ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl
ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚:

U (p, t) = A[cos(ωt) + cos(ωt + ϕ) + cos (ωt + 2ϕ) +...+

+ cos(ωt + (n – 1)ϕ],  ÂÒÎË n > 1.     (6.18)

éÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ˝ÚÛ ÒÛÏÏÛ ÏÓÊÌÓ ‰‚ÛÏfl ‡ÁÌ˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.18) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

U (p, t) = Re A
    

e e e ... e( ) ( ) [ ( ) ]− − + − + − + −+ + + +{ }i t i t i t i t nω ω ϕ ω ϕ ω ϕ2 1     (6.19)

ËÎË

U (p, t) = Re
      U e−{ }i tω ,     (6.20)

„‰Â ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

U  = 
    
A i i i n1 2 1+ + + +{ }− − − −e e ... e ( )ϕ ϕ ϕ .     (6.21)

Ñ‡ÌÌ‡fl ÒÛÏÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ„ÂÒÒËÂÈ, Ë, ÔËÏÂÌflfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ
Ô‡‚ËÎÓ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

U =
    
A

in

i

1

1

−

−

−

−

e

e

ϕ

ϕ
.     (6.22)
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èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

U =
    
A

in

i

in in

i in

1 2

2

2 2

2 2

−

−











−

−

−

−

e

e

e e

e e

/

/

/ /

/ /

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ËÎË

U =
    
A n i nsin( / )

sin( / )
e ( ) /ϕ

ϕ
ϕ2

2
1 2− − .     (6.23)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.23) ‚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.20) ‰‡ÂÚ

U (p, t) =
    
A t nnsin( / )

sin( / )
cos[ ( ) / ]ϕ

ϕ
ω ϕ2

2
1 2+ − .  (6.24)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë Ù‡Á‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÎÂ-
‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

AR =
    
A nsin( / )

sin( / )

ϕ

ϕ

2

2
   Ë     

    
τ ϕn − 1

2
.     (6.25)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓÎ‡„‡fl n = 2, ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‡ÊÂÌË˛ (6.5), ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ
ϕ1 = 0. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.5) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

AR =
    
A sin

sin( / )

ϕ

ϕ 2
= 2A cos (ϕ/2).

èÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÙÓÏÛÎÛ (6.5) ‰Û„ËÏ ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. ä‡Ê‰˚È ËÁ ˜ÎÂÌÓ‚ ‚˚‡-
ÊÂÌËfl (6.21), Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌ˚ı ‚ ÒÍÓ·ÍË, fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ Ì‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË XY
(ËÒ. 6.2, ‡). éËÂÌÚ‡ˆËfl ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡„ÛÏÂÌÚÓÏ. í‡Í, Ì‡-
ÔËÏÂ, ÔÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ Aei0 ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ, Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌÌ˚Ï ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ‚ÂÍÚÓ Ai ËÏÂÂÚ
‡ÏÔÎËÚÛ‰Û A Ë ‡„ÛÏÂÌÚ ϕ.

èËÏÂÌflfl Ô‡‚ËÎÓ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ (ËÒ. 6.2, ‡), Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ
ÓÌË Ó·‡ÁÛ˛Ú ÏÌÓ„ÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ, ‚Â¯ËÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ Ì‡ ÓÍÛÊ-
ÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡ OK1 Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O. ëÛÏÏ‡ ˝ÚËı ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ËÏ ‚ÂÍÚÓÓÏ K1Kn, ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÓÒÚ˚ı
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ.

ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.2, ‡, Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË Ai Ë OKi fl‚ÎflÂÚÒfl
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï ‰Îfl Î˛·Ó„Ó i Ë ‡‚ÌflÂÚÒfl β. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ Û„ÎÓ‚ ÚÂÛ-
„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ‡‚Ì‡ π  Ë

2β + α = π,

Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Û„ÓÎ K1OK2 ‡‚ÂÌ ϕ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

|Ai| = A = 2K1O sin
  

ϕ

2
.     (6.26)

ÇÚÓÓÂ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.26) ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ 2K1On:
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K1Kn = 2K1O sin
    

nϕ

2
, (6.27)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Û„ÓÎ 2K1On ‡‚ÌflÂÚÒfl nϕ.
ç‡ÍÓÌÂˆ, ‰Îfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë Ù‡Á˚ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ

(6.26) Ë (6.27) Ì‡ıÓ‰ËÏ

AR = K1Kn = A
    

sin( / )

sin( / )

nϕ

ϕ

2

2
,

˜ÚÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÙÓÏÛÎÓÈ (6.25).
àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ËÒ. 6.2, ‡, ÌÂÒÎÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ÈÚË Ù‡ÁÛ τ.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË AR ÓÚ ‡„ÛÏÂÌÚ‡ ϕ. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ,

‡„ÛÏÂÌÚ ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl Í‡Í ‚ ÒËÎÛ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÔÓÎÓÊÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ËÎË
ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, Ú‡Í Ë ‚ ÒËÎÛ Ó·ÓËı ˝ÚËı Ù‡ÍÚÓÓ‚.

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ, ÍÓ„‰‡ ϕ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ËÏÂÂÏ

êËÒ. 6.2.  ëÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ı ˜ËÒÂÎ Í‡Í ‚ÂÍÚÓÓ‚ (‡); ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ  ̊ÓÚ
‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (·); ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ  ̊ ÓÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (‚); Á‡ÍÓÌ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ („); ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË Ë ÚÓ˜-
ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (‰)
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AR =
    

nϕ

ϕ

/

/

2

2
 = nA     (6.28)

Ë

τ → 0,  ÂÒÎË  ϕ → 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ n ‡Á ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û
Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó˜Â‚Ë‰ÂÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ÒÂı ‚ÂÍ-
ÚÓÓ‚ Un  Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú (ϕ → 0), ‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ËÈ ‚ÂÍÚÓ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl Ëı ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÛÏÏÓÈ.

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.25) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ϕ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸Òfl Ë, ÍÓ„‰‡

    
n ϕ

2
 = π  ËÎË   ϕ =

    

2π
n

, (6.29)

ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛.
ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÂÒÎË Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË (6.29), ‰ÂÒÚ-

ÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡. ë „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ˝ÚÓ
ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ Kn (ËÒ. 6.2, ‡) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ K1. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
‰ÎËÌ‡ K1K2 ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛, ‡ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÔÂ‚˚Ï Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ
‚ÂÍÚÓÓÏ ‡‚ÌflÂÚÒfl 2π. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ˜ËÒÎ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ n,
ÁÓÌ‡ ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂÙÂÂÌˆËÓÌÌÓ„Ó Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÒÛÊ‡ÂÚÒfl.

èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‚ÂÎË˜ÂÌËË Ù‡Á˚ ϕ ÒÌÓ‚‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ, Ó‰Ì‡-
ÍÓ Ì‡ ˝ÚÓÚ ‡Á ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯ËÈ. ùÚÓÚ Ù‡ÍÚ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ÎÂ„ÍÓ ÔÂ‰ÒÍ‡-
Á‡Ú¸, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË ϕ ≠ 0 ‚ÂÍÚÓ˚ ÌÂ ÎÂÊ‡Ú Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ (ËÒ. 6.2, ‡).
èÓÎÓÊÂÌËÂ Ë ‚ÂÎË˜ËÌÛ ˝ÚÓ„Ó Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡  ÎÂ„ÍÓ ÓˆÂÌËÚ¸, ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ n ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍÓ.

óËÒÎËÚÂÎ¸ ÔÂ‚Ó„Ó ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.25) ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó
ÁÌ‡˜ÂÌËfl (‡‚ÌÓ„Ó Â‰ËÌËˆÂ) ÔË

    
n ϕ

2
=

  

π
2

(2k + 1)   ËÎË   ϕ =
  

π
4

(2k + 1).     (6.30)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÁÌ‡ÏÂÌ‡ÚÂÎ¸ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

sin
  

ϕ

2
≈

    

π
2n

(2k + 1),

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ Û„ÓÎ ϕ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î Ë

2k + 1 ≤ 
    

2n
π

.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

AR = nA
    

2

2 1π( )k +
,     (6.31)

ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ˆÂÎÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ k ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚
ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl.
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èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

    

I
I

n

n0

2

2 2

2

2
= sin ( / )

sin ( / )

ϕ

ϕ
,     (6.32)

ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘Â„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË Í‡Í ÙÛÌÍˆËË Û„Î‡ ϕ, ÔÓÍ‡-
Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.2, ·.

á‰ÂÒ¸

I0 = n2A2

ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔË ϕ = 0.
Ç˚˜ËÒÎflfl ÔÂ‚Û˛ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆËË AR ÔÓ ϕ, ÌÂÚÛ‰ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸

ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ë ‚ÂÎË˜ËÌÛ Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ ËÎË ÏËÌËÏÛÏÓ‚. ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Ò
Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ˜ËÒÎ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ˝ÙÙÂÍÚ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ‚ÓÎÌ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒËÎ¸-
ÌÂÂ Ë, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ, Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ·ÓÎ¸¯ÂÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÁÓÌ ÍÓÌÒÚÛÍ-
ÚË‚ÌÓÈ Ë ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.5), ‡ÒÒÏÓÚËÏ,
Í‡Í ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ϕ2 ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓÙËÎfl, Ô‡‡Î-
ÎÂÎ¸ÌÓ„Ó ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (ËÒ. 6.1, „). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ÍÓÎÂ-
·‡ÌËfl  ‚ÒÂı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÔÓËÒıÓ‰flÚ ÒËÌıÓÌÌÓ: α = 0. íÓ„‰‡, Ò Û˜ÂÚÓÏ ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚‡ (6.12), ËÏÂÂÏ

AR = A

    

sin sin

sin sin

π
λ

θ

π
λ

θ

nd

d

















    (6.33)

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ·Û‰ÂÏ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ‰‚‡
ÒÎÛ˜‡fl:

1) d < λ     Ë     2) d > λ.

ëÎÛ˜‡È 1: d < λ

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.33) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡

θ = 0   ËÎË    
  
n ndπ

λ
sin θ = 0,     (6.34)

Ë Â„Ó ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl

AR = nA.     (6.35)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÂÂ‰ËÌÂ ÔÓÙËÎfl Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚-
ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË. ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ Û„Î‡ θ  ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎ-
Ì˚ ·˚ÒÚÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ë ÔÂ‚˚È ÏËÌËÏÛÏ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡

  
n ndπ

λ
sin θ = π
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ËÎË
sin θ = λ/nd,     (6.36)

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ

λ/nd ≤ 1.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌ‡ÏË ÓÚ ÔÂ‚Ó„Ó Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÓ‚ ‡‚ÌflÂÚÒfl

nϕ = n
    

2π
λ

d sin θ = n
    

2π
λ

d

  

λ
nd

 = 2π

Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÂÍÚÓ K1Kn (ËÒ. 6.2, ‡) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÛÎÂ‚˚Ï. àÁ ‡‚ÂÌÒÚ-
‚‡ (6.36) Ò Ó˜Â‚Ë‰ÌÓÒÚ¸˛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ˜ËÒÎÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ n, ÚÂÏ
ÛÊÂ ÔÛ˜ÓÍ ÎÛ˜ÂÈ, ÙÓÏËÛ˛˘Ëı Ï‡ÍÒËÏÛÏ.

í‡Í ÊÂ, Í‡Í ‚ ÒÎÛ˜‡Â n = 2, ÙÓÏËÛ˛ÚÒfl  ·ÓÍÓ‚˚Â Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚. àı ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËÂ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂÏ

    

π θ
λ

nd sin = (2k + 1)
  

π
2

ËÎË

sin θ = 
    

λ
2dn

(2k + 1) < 1,     (6.37)

„‰Â

k = 0, 1, 2, ...

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.37) ‚ (6.33) ‰‡ÂÚ

AR = nA
    

2
2 1π( )k +

,     (6.38)

„‰Â nA – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ θ = 0.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ·ÓÍÓ‚Ó„Ó Ë ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó Ï‡ÍÒË-

ÏÛÏÓ‚ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ˜ËÒÎ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (n >> 1), Ó‰Ì‡ÍÓ ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË Ëı
˜ËÒÎ‡ ‡·ÒˆËÒÒ‡ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÁ ·ÓÍÓ‚˚ı Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÒÂ‰ÌÂÈ ÚÓ˜ÍÂ.
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ˜ËÒÎÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ÏÓÊÌÓ
ÒÍÓÌˆÂÌÚËÓ‚‡Ú¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÁÍÓ„Ó ÔÛ˜Í‡. í‡-
Í‡fl ÍÓÌˆÂÌÚ‡ˆËfl ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ·Î‡„Ó‰‡fl Í‡Í ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ, Ú‡Í Ë ‰ÂÒÚÛÍ-
ÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË.

ëÎÛ˜‡È 2: d > λ

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl ‚ÓÎÌ ÓÚ ‰‚Ûı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (n =
= 0) ËÏÂÂÚ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚È ı‡‡ÍÚÂ, ÍÓ„‰‡ d > λ. èÓıÓÊÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ-
‚Ó„Ó ÔÓÎfl Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ë ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÒÚÂÏ˚ ËÁ n ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ËÏÂÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ AR, ‡ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌ‡ÏË ÓÚ ÒÓÒÂ‰ÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‡‚ÌflÂÚÒfl
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ϕ = 
    

2π
λ

d sin θ.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Û‡‚ÌÂÌË˛ (6.18), ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ÓÒÚ‡ÌÂÚÒfl
ÚÓÈ ÊÂ, ÂÒÎË Ù‡Á‡ ϕ ËÁÏÂÌËÚÒfl Ì‡  2πm, „‰Â m – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ˆÂÎÓÂ.

ç‡ÔËÏÂ, Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ AR Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ ‚ÂÍÚÓ˚ Un

(ËÒ. 6.2, ‡) Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÎËÌËË, ‡ ËÏÂÌÌÓ

    

2π θ
λ

d sin = 2πm

ËÎË (6.39)

d sin θ = mλ.    

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl  ‚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.33) ‰‡ÂÚ

AR = A
    

sin
sin
π
π
mn
m

= A
    

sin
sin

nx
x

.

èËÏÂÌflfl Ô‡‚ËÎÓ ãÓÔËÚ‡Îfl, ÒÌÓ‚‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

AR = nA.

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË m = 0 Ë m = 1 ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.39) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡Í-

ÒËÏÛÏ ·Û‰ÂÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔË θ = 0 Ë θ = sin–1

  

λ
d

. íÓ˜ÌÓ

Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ë ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ·ÓÍÓ‚˚ı Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚. í‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÒÚÂÏ‡ ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡ÂÚ ‚ ‡ÁÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı „ÛÔÔ˚ ÔÛ˜-
ÍÓ‚, Í‡Ê‰˚È ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ËÏÂÂÚ ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚È Ï‡ÍÒËÏÛÏ  Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓÒÚ¸ ·ÓÍÓ‚˚ı, ·ÓÎÂÂ ÒÎ‡·˚ı Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚. óÚÓ·˚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ˆÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â
Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ m, Ëı Ó·˚˜ÌÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú
Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ÏË m-„Ó ÔÓfl‰Í‡. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.39), ÂÒÎË ‡ÒÒÚÓ-
flÌËÂ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ÏÂÌ¸¯Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚, Ú.Â.

d < λ,

ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ „ÛÔÔ‡ ÔÛ˜ÍÓ‚. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

sin θ = mλ/d < 1

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË m, ‡‚ÌÓÏ ÌÛÎ˛. Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸,
˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.25) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÂ‚˚Ï
Ë ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËfl. ùÚÓ  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌ‡ÏË, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ÏË Î˛·˚-
ÏË ‰‚ÛÏfl ÒÓÒÂ‰ÌËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ.

èËÏÂ 3: ÎËÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‡ÒÔÂ‰Â-
ÎÂÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÈ.  Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.33) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰
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AR = An
  

sinβ

β
,     (6.40)

„‰Â A → 0 Ë n → 0, Ó‰Ì‡ÍÓ Ëı ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï. è‡‡ÏÂÚ
β ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

β =
  

π θ
λ

sin l,     (6.41)

l = (n – 1)d ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‡ÁÏÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ 
  

π θ
λ

sin  ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌÛ

ËÁÏÂÌÂÌËfl Ù‡Á˚. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚
‡‚ÌflÂÚÒfl

I = I0

  

sin 2

2

β

β
.     (6.42)

á‰ÂÒ¸

 I0 = n2A2,

Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl I/I0 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.2, ‚.
å‡ÍÒËÏÛÏ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ β = 0, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Î‡‚Ì˚Ï Ï‡ÍÒËÏÛ-

ÏÓÏ. Ö„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl I0, Ë ÓÌ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Û„ÎÛ θ = 0. Ç ÚÓ˜Í‡ı β =
±βm ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚. ç‡ÔËÏÂ, ÔÂ‚˚È Ú‡ÍÓÈ
Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÔË β1 = 1,43π, ÔË˜ÂÏ

I/I0  = 0,0472,

Ú.Â. ˝ÚÓÚ Ï‡ÍÒËÏÛÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÎ‡·˚Ï.
ÑÎfl ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ m ËÏÂÂÏ

    

I
I m0

2 2

1

2
~

( ! / )π +
.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÏ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚-
Ì‡fl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ‚·ÎËÁË θ = 0.

ì‰Ó·ÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ‰‚‡ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡fl:

λ >>    l      Ë      λ  <<    l      

Ç ÔÂ‚ÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚÓ„Ó, Í‡ÍËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔËÌËÏ‡ÂÚ Û„ÓÎ θ,
Ô‡‡ÏÂÚ β Ï‡Î, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

I (θ) ≈ I0.

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡˛Ú ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ÍÓÚÓ‡fl ËÏÂÂÚ
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚Ó ‚ÒÂı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó˜Â‚Ë‰ÂÌ,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛,
Ë ‚Ò˛‰Û ÔË R >> l Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl  ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â ÔÓÚflÊÂÌÌÓ-
ÒÚË ÒËÒÚÂÏ˚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. íÓ„‰‡ ‡„ÛÏÂÌÚ
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β =
  

π
λ
l sin θ

fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡Î˚Ï ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Ó˜ÂÌ¸ ÛÁÍÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ Û„ÎÓ‚ ‚·ÎËÁË ÁÌ‡-
˜ÂÌËfl θ = 0, „‰Â ÙÛÌÍˆËfl I ÔÓ˜ÚË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò I0. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚ÌÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó
ÔÛ˜Í‡ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡Î‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡ÚËÌ‡ ‰ËÙ‡Í-
ˆËË ËÏÂÂÚ, ‚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÚÂÔÂÌË, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚È ı‡‡ÍÚÂ.

ÑÓ Ì‡ÒÚÓfl˘Â„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ Ï˚ ËÁÛ˜‡ÎË ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ÔÂ-
‚Ë˜Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ÍÓÚÓ˚ÏË ÏÓ„ÎË ·˚Ú¸ Í‡Í ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â, Ú‡Í Ë ÎË-
ÌÂÈÌ˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË. àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÙËÍÚË‚Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ÔÎÓÒ-
ÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (ËÒ. 6.2, „). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ÚÓË˜Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Ì‡‰ Ë
ÔÓ‰ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÓÌË Ë„‡˛Ú ÓÎ¸ ‚ÚÓË˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚.
Ç‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl. èÛÒÚ¸ θi Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ  Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËÂÏ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë ÌÓÏ‡Î¸˛ Í ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ‡  θr  – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û
ÌÓÏ‡Î¸˛ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ Ì‡ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Û„ÓÎ θi ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ Ë
ÌÓÏ‡Î¸˛ ÓÚÎË˜ÂÌ ÓÚ ÌÛÎfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ÚÓË˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÔÓ-
ËÒıÓ‰flÚ ‡ÒËÌıÓÌÌÓ Ë, Í‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 6.2, „,  Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‡‚-
ÌflÂÚÒfl

ϕ1 =
    
− 2π

λ
d sin θi.

ÇÚÓË˜Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÓÚ ÒÓÒÂ‰ÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ‚ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË p, Ú‡ÍÊÂ ËÏÂ˛Ú Ò‰‚Ë„ Ù‡Á, ‡‚Ì˚È

ϕ2 =
    

2π
λ

d sin θr.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌ˚È Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË

ϕ =
    

2π
λ

d (sin θr – sin θi).     (6.43)

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÈ Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÔË β = 0, ÔÓÎÛ˜ËÏ

sin θr = sin θi.     (6.44)

Ñ‡ÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ Á‡ÍÓÌ‡ ÓÚ‡ÊÂÌËfl
ëÌÂÎÎËÛÒ‡, Ë

θr = θi,     (6.45)

Ú.Â.  Û„Î˚ Ô‡‰ÂÌËfl Ë ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ, ‡

‚ÎËflÌËÂÏ ‚ÚÓË˜Ì˚ı Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸, Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÔÂÂıÓ‰ Í
Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÈ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍÂ. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl
‡ÍÛÒÚËÍ‡ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ‚ÓÎÌ. äÓÌÂ˜ÌÓ, ÂÒÎË Ô‡-
‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.43) ÛÊÂ ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Ò‰‚Ë„
Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË Ë ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.45) ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl.
Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÚÓË˜Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ËÏÂ˛Ú ‡ÁÌÛ˛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸.
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ÖÒÎË ÊÂ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÔÎÓÒÍÓÈ, ÌÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË
‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÈ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ, ÚÓ ‡Á-
ÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ·ÓÎ¸¯Â ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (6.43). íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÂÒÎË
‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚, ÚÓ
‡‚ÂÌÒÚ‚o (6.45) ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ‚ÂÌo. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Û„Î˚ Ô‡‰ÂÌËfl Ë ÓÚ-
‡ÊÂÌËfl ÔÓ˜ÚË ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (6.44) ËÏÂÂÚ Â˘Â Ó‰ÌÓ Â¯ÂÌËÂ

θ = π – θi,

ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ, ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È
ÒË„Ì‡Î ÔÓ‰ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË (ËÒ. 6.2, „). ùÚÓ Ú‡ÍÊÂ Ó˜ÂÌ¸ ËÌÚÂÂÒÌ˚È ÂÁÛÎ¸-
Ú‡Ú, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ‚ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÒÂ‰‡ ‚Ò˛‰Û Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡.

Ç Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‡Á‰ÂÎÓ‚ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ‚ÓÎÌ ‰Îfl ·Ó-
ÎÂÂ ÒÎÓÊÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. óÚÓ·˚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ‡Ì‡ÎËÁ, ÔÓÎÛ˜ËÏ
Â˘Â ‡Á ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.42), ÌÓ ‰Û„ËÏ ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. àÁ ËÒ. 6.2, ‰ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ,
ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

d U (p) = C dz
    

eikR

R
,

„‰Â C ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ ‰ÎËÌ˚.
èËÏÂÌflfl ‰‡ÎÂÂ ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î

ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚:

U (p) = C

    

e

/

/
ikR

l

l

R
−
∫

2

2

dz.

ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, l Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚ¸ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.
çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓÒÚÓÚÛ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl

    e /ikR R , ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚È ‚˚¯Â ËÌÚÂ„‡Î ÌÂÎ¸Áfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı
ÙÛÌÍˆËÈ. ë‰ÂÎ‡ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‚‡ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ
ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË R, ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡˛-
˘ÂÏ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ l:

R >> l

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ì‡ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËË ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p, Ë ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

U (p) ≈

    

C
r

ikR

l

l

dze
/

/

−
∫

2

2

.

á‰ÂÒ¸ r – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡ÎÓÏ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËfl.

èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ËÌÚÂ„‡Î ‚ÒÂ Â˘Â ÌÂÎ¸Áfl ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ÙÛÌÍ-
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ˆËË. ÇÚÓÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ‰Îfl
‡ÒÒÚÓflÌËfl R. àÁ ËÒ. 6.2, ‰ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

R =    r z zr2 2 2+ − sinθ .

á‰ÂÒ¸ θ fl‚ÎflÂÚÒfl Û„ÎÓÏ ÏÂÊ‰Û R Ë ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÓÏ Í ÓÒË z.
ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ R >> l/2 Ë |z| ≤ l/2, ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl R ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚

fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ z/r. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

R =
    
r z

r

z
rr

1
2 2+ − sinθ

Ë

    1+ x ≈ 1 +
    

x x
2 8

2
− ,

„‰Â

x = 
    
− 2z

r
sin θ +

    

z

r

2

2
,

ËÏÂÂÏ

R ≈ r
    
1

2

2

2

2
2

2 2
+ −











z

r

z
r

z

r
sin sinθ θ

ËÎË

R = r – z sin θ +
    

z
r

2

2
cos2 θ + ... .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÔÂÓ·-
‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

U (p) =

    

C
r

ikr ikz ik z
r

l

l

e e esin cos

/

/
−

−
∫  θ θ

2
2

2

2

2

dz.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ù‡Á‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡
‡ÒÒÚÓflÌËË z ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‡‚ÌflÂÚÒfl

    

2
2

2
2π

λ
θ θr z z

r
− +









sin cos .

èÛÒÚ¸ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡ÎÓ, ˜ÚÓ

    
e cosik l

r

2
2

8
θ  = 1.

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡

    

kl
r

2 2

8
cos θ  <<  

  

π
4

     ËÎË     
    

l
r

2

λ
cos2 θ << 1.
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ÖÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ r ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍÓ, ‰‡ÌÌ˚Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl,
ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚÓ„Ó, Í‡ÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ Û„ÓÎ θ. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ
Ù‡Á‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl

  

2π
λ

(r – z sin θ),

Ú.Â. ÓÌ‡ ÎËÌÂÈÌÓ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. í‡ÍÓÂ ÔË-
·ÎËÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ‰‚Ûı
ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÔËÏÂ‡ı Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ËÏÂÌÌÓ ˝ÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰. äÓ„‰‡ ‚ ‚˚‡-
ÊÂÌËË ‰Îfl Ù‡Á˚ Û‰ÂÊË‚‡ÂÚÒfl ÚÂÚËÈ ˜ÎÂÌ

    

z
r

2

2
cos2 θ,

Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜Ì˚Ï ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔË-
·ÎËÊÂÌËÂÏ îÂÌÂÎfl.

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚ Ó·ÓËı ÔË·ÎËÊÂÌËflı ÔËÌËÏ‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ

R >> l.

ë ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ÛÒÎÓ‚ËÂ

    

l
r

2

λ
cos2 θ < 1

ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË·ÎËÊÂÌËÂ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ ÌÂ ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ÔÂÂıÓ‰‡ Í ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡ λ ÒÚÂÏËÚÒfl Í
ÌÛÎ˛. íÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Ë Í ÔË·ÎËÊÂÌË˛ îÂÌÂÎfl.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔË·ÎËÊÂÌËÂ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡, ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÙÓÏÛÎÛ (6.42).
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

U (p) = 

    

C
r

ikr ikz

l

l

e e sin

/

/
−

−
∫  θ

2

2

dz

ËÎË

U (p) = 
    

Cl
r

ikre sinβ

β
,

„‰Â

β =
    

kl
2

sin θ.

éÚÒ˛‰‡

U (p) =
    

Cl
r

sinβ

β
cos(ωt – kr).

ìÒÂ‰Ìflfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÎÛ˜ËÏ
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I = I0

  

sin 2

2

β

β
,

˜ÚÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (6.42).
ì ÔË·ÎËÊÂÌËfl î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ ÂÒÚ¸ Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ

ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

R = – z sin θ,

ÂÒÎË ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÂ Í ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓ‚, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ÂÈ θ = 0, ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ R ÓÚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ‰Ó Î˛·Ó„Ó ËÁ ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ Ë ÚÂÏ ÊÂ: R = r. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ËÏÂ˛Ú ‚ Ú‡ÍËı ÚÓ˜Í‡ı Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ Ù‡ÁÛ, ‚ ÌËı Ì‡·Î˛‰‡ÂÚ-
Òfl „Î‡‚Ì˚È Ï‡ÍÒËÏÛÏ.

å˚ ËÁÛ˜ËÎË ‰ËÙ‡ÍˆË˛, ‚˚Á‚‡ÌÌÛ˛ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÓÒÓ·ÓÂ ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ·Û‰ÂÚ Û‰ÂÎflÚ¸Òfl ‰ËÙ‡Í-
ˆËË ÔË Ì‡ÎË˜ËË ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ. óÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚ Ú‡ÍËı
ÒÂ‰‡ı, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â¯ËÚ¸ Á‡‰‡˜Û Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË. é‰Ì‡ÍÓ ËÁÛ˜Â-
ÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓÎÂÈ ÔÓÎÂÁÌÓ Ì‡˜‡Ú¸ Ò ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÈ ÚÂÓËË, ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÌÓÈ
äËı„ÓÙÓÏ. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ Ï˚ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Ëı ‡Á‰ÂÎ‡ı ÔÓÎÛ˜ËÏ ÙÓÏÛÎ˚
ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡–äËı„ÓÙ‡, ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ
ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ ÒÂ‰˚ Ë Â„Ó ÁÌ‡˜Â-
ÌËflÏË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.

6.2 îéêåìãÄ ÉÖãúåÉéãúñÄ

Ç „Î‡‚Â 4 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ÚÂÓÂÏ‡ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË. Å˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p Ó·˙ÂÏ‡ V Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ Ë „‡ÌË˜-
Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ Ë Ì‡ Â„Ó ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
Ò‚flÁ‡Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÓÎÌÛ Ò Á‡‰‡ÌÌ˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ Ë ÒÊËÏ‡ÂÏÓÒ-
ÚË C ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡. ùÚÓÚ ‚˚‚Ó‰, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË,
fl‚ÎflÂÚÒfl, Ò ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl, ÔÓ˜ÚË Ó˜Â‚Ë‰Ì˚Ï, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ, ÍÓ„‰‡
Â˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ‡ı. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, Ì‡ÔËÏÂ, ˜ÚÓ ÔÂ‚Ë˜-
Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡ÂÚ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂ-
ÌË ∆ t, ‡ Á‡ÚÂÏ ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚Â-
ÏÂÌË ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó Ò‚ÓÂÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÂ. èÓ˝ÚÓÏÛ
ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ Ú‡ÍÓÈ ËÒÚÓ˜ÌËÍ, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ÂÂ ‚ÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË Ì‡ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËflı.

èÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÎflÏË ‚ÌÛÚË Ë Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·˙ÂÏ‡. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î. ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ (ÒÏ. „Î‡‚Û 4), ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ:
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èÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍËÏË ÔÓÎflÏË ‚ÌÛÚË Ë Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·˙ÂÏ‡. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î. ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ (ÒÏ. „Î‡‚Û 4), ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËflÏ:

rot s = 0 Ë rot v = 0.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚Â ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÒÍ‡Îfl-
Ì˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î U. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ „Î‡‚˚, ‚‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÍ‡Îfl-
Ì˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î Í‡Í

v = grad U.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÙÛÌÍˆËÈ U , ÓÔËÒ˚‚‡˛-
˘Ëı Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ÔÓÎfl s Ë v, ‰Îfl Ó·ÓËı ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓ‚ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ. Ñ‡ÎÂÂ Û‰Ó·ÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÎÛ˜‡Â‚, ‡Á-
ÎË˜‡˛˘ËıÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ÔÂ‚Ë˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‚ÌÛÚË Ó·˙Â-
Ï‡.

àÁ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3) ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.
óÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ‚ÌÛÚË
Ó·˙ÂÏ‡ V Ë Ì‡ ÓÍÛÊ‡˛˘Ëı Â„Ó ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı, Û‰Ó·ÌÓ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÚÂÓ-
ÂÏÓÈ É‡ÛÒÒ‡–éÒÚÓ„‡‰ÒÍÓ„Ó:

      
div M M dSdV

SV

= ⋅∫∫ (6.46)

„‰Â M – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ, dS = dSn, n – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚È ‚
ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ Ó·˙ÂÏ‡.

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‰Ë‚Â„ÂÌˆËfl ‚ÂÍ-
ÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl M, Ú.Â. ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÔÂ‚˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â Â„Ó ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ÍÓÏ-
ÔÓÌÂÌÚ. äÓÌÂ˜ÌÓ, ËÏÂÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓÎÂÈ M,
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌË˛ (6.46).

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚È ‡Á‰ÂÎ ˆÂÎËÍÓÏ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÚÂ-
ÓÂÏ˚ É‡ÛÒÒ‡. èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ‚‚Â‰ÂÏ ‚ÂÍÚÓ M ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

M = U(p, k) ∇G(p, q, k) (6.47)

á‰ÂÒ¸ U(p, k) – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, G(p, q, k) – ÙÛÌÍˆËfl,
ËÏÂ˛˘‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, k – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ, p –
ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ‡ ÚÓ˜Í‡ q ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·˙ÂÏ‡ V.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.47) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.46) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

div(U∇G) = ∇U⋅∇G + U∇2G,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
{ } ,∇ ⋅∇ + ∇ = ∫∫ U U UG G dV dSG

n
SV

2 ∂

∂
(6.48)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
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∇ ⋅ = ⋅ =G G dSG

n
dS dSgrad ∂

∂
.

àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‰‡ÎÂÂ ‰Û„ÓÈ ‚ÂÍÚÓ:

M = G∇U, (6.49)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.46) ‰‡ÂÚ

      
{ }∇ ⋅∇ + ∇ = ∫∫ U U U UG G dV dS

n
SV

2 ∂

∂
(6.50)

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËfl G fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, ÚÓ Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ
Í ÙÓÏÛÎÂ ÉËÌ‡:

      
∇ = ∫∫ 2U UdV dS

n
SV

∂

∂
,

Ç˚˜ËÚ‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.50) ËÁ (6.48), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
( ) .U U U U∇ − ∇ = −



∫∫ 2 2G G dV G dSG

n n
SV

∂

∂

∂

∂
(6.51)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÚÓÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ ÉËÌ‡ Ë Ú‡ÍÊÂ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ ÚÂÓÂÏ˚ É‡ÛÒÒ‡–éÒÚÓ„‡‰ÒÍÓ„Ó.

ë‰ÂÎ‡ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ.
1. îÓÏÛÎ‡ ÉËÌ‡ (6.51) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ Ó·Â ÙÛÌÍˆËË U Ë

G ËÏÂ˛Ú ÔÂ‚˚Â Ë ‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚Ò˛‰Û ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V.
2. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÙÛÌÍˆËÈ G(p, q, k), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı

Û‡‚ÌÂÌË˛ (6.51).
3. ì‡‚ÌÂÌËÂ (6.51) ÛÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ

‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ U ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ Ë ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ÂÂ ÌÓ-
Ï‡Î¸ÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl
U ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Á‰ÂÒ¸ ÌÂ ‚ fl‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ, ‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÓ-
‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl. óÚÓ·˚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ˝ÚÛ ÔÓ·ÎÂÏÛ, ‚‚Â‰ÂÏ Â˘Â
Ó‰ÌÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌËÂ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ ÉËÌ‡ Ë ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.51) ÙÓÏÛ-
ÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡. ç‡˜ÌÂÏ Ò ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl.

ëÎÛ˜‡È 1: ÒÂ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ,
‡ ÔÂ‚Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡ü Ë ‚ÒÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍË
‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‚ÌÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ (ËÒ. 6.3, ‡). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl
‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú Â‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË ÔË-
ÌËÏ‡˛Ú ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚Ò˛‰Û ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ Ë

∇2U + k2U = 0 (6.52)
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á‰ÂÒ¸

k = ω/c.

Ç˚·ÂÂÏ ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÉËÌ‡ G Ú‡ÍËÂ, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓ‰˜ËÌfl-
˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ.

1. ÇÒ˛‰Û ‚ Ó·˙ÂÏÂ, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË p, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ÓÎÌ‡, ÙÛÌÍˆËfl G(p, q, k) fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl
ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡:

∇2G + k2G = 0 (6.53)

2. Ç ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p ÙÛÌÍˆËfl G ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í

G → 1/R, (6.54)

„‰Â R – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó ÚÓ˜ÍË p.
àÁ-Á‡ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ËÏÂÂÚÒfl ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚ¸, Ï˚ ÌÂ ÏÓÊÂÏ ÔËÏÂ-

ÌËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.51) ÍÓ ‚ÒÂÏÛ Ó·˙ÂÏÛ V. óÚÓ·˚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ˝ÚÓ ÔÂÔflÚÒÚ-
‚ËÂ, ÓÍÛÊËÏ ÚÓ˜ÍÛ p ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ “·ÂÁÓÔ‡ÒÌÓÒÚË” Ss Ë Á‡ÚÂÏ ÔËÏÂÌËÏ
‚ÚÓÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ ÉËÌ‡ (6.51) Í Ó·˙ÂÏÛ V1, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌÓÏÛ ÏÂÊ‰Û ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-
ÚflÏË S Ë Ss (ÒÏ. ËÒ. 6.3, ‡).

é·‡ ÛÒÎÓ‚Ëfl, (6.53) Ë (6.54), Ë„‡˛Ú ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ÔË ‚˚‚Ó‰Â ÙÓ-    
ÏÛÎ˚ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡. Ç ÒËÎÛ ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.53) ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ Ó·˙ÂÏÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚

êËÒ. 6.3.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚
(6.57) (‡); Ó·˙ÂÏ, ÓÍÛÊÂÌÌ˚È ‰‚ÛÏfl
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË (·); ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ
‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ (‚)
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ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.51). ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Û˜ËÚ˚‚‡fl (6.53) Ë (6.54),
ËÏÂÂÏ

U∇2G – G∇2U = –k2UG + k2UG = 0.

éÚÒ˛‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.51) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

      
0 = −





+ −



∫∫ U UU U∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

G

n n

G

n n
G dS G dS

SS s

. (6.55)

ÇÚÓÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‚˚‡ÁËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË U ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ˜ÂÂÁ
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÂÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ∂U/∂n Ì‡ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË S.

óÚÓ·˚ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡Ú¸ ˝ÚÓ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡‰ËÛÒ R ÒÙÂË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ss ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, V1 → V, Ú.Â., Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ
‚ÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.55). ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ,
ÙÛÌÍˆËË U Ë ∂U/∂n ÔËÌËÏ‡˛Ú ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚Ò˛‰Û ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V,
‚ÍÎ˛˜‡fl, ·ÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, Ë ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË t = t2. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ˝ÚÓ„Ó, ÔË
ÒÚÂÏÎÂÌËË ‡‰ËÛÒ‡ R Í ÌÛÎ˛ Ó·Â ÙÛÌÍˆËË G Ë ∂U/∂n ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ ‡ÒÚÛÚ
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò (6.54) Ë

    
G

R
→ 1  Ë 

    

∂

∂

∂

∂

G

n

G

R R
= − = 1

2
, ÂÒÎË R → 0. (6.56)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ‡ R ÔÓ-
ÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÌÓÏ‡ÎË n.

íÓ„‰‡ ‰Îfl  ËÌÚÂ„‡Î‡ ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ss ËÏÂÂÏ

    

U G dS UG

n

U

n

dS

R

U

n

dS

R
SS Sss s

∂

∂

∂

∂

∂

∂
−





= −∫∫ ∫2
, ÂÒÎË R → 0. (6.57)

îÛÌÍˆËË U Ë ∂U/∂n – ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Â Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË R → 0 Ëı ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ss ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ ÚÓ˜ÍÂ p:

U → U(p), 
    
∂

∂

∂

∂

U

n

U p

n
→ ( ) , ÂÒÎË R → 0

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

      
U UUdS

R

p

R
dS p

Ss

2 2
4= =∫∫

( ) ( )π (6.58)

Ë

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂
πU U U

n

dS

R

p

n R

p

n
dS R

Ss

= = →∫∫
( ) ( ) ,1 4 0  ÂÒÎË R → 0.

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.58) ‚ ÙÓÏÛÎÛ (6.55), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ-
‰Û˛˘ÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ U ‚ ÚÓ˜ÍÂ p Ë ÁÌ‡˜Â-
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ÌËflÏË ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÂÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-      
ÚË S:

      
U UU( ) .p G dS

n

G

n
S

= −



∫

1

4π

∂

∂

∂

∂
(6.59)

îÛÌÍˆËË U Ë ∂U/∂n, ÒÚÓfl˘ËÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ
ÚÓ˜ÍË g, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ÔË˜ÂÏ Ó·Â ÚÓ˜ÍË, g Ë p, fl‚Îfl-
˛ÚÒfl ‡„ÛÏÂÌÚ‡ÏË ÙÛÌÍˆËË ÉËÌ‡ G(p, q, k). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
(6.59) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V. í‡Í,
Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÙÛÌÍˆËË U Ë ∂U/∂n, ÚÓ, ·Âfl
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ÚÓ˜ÍË p ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, Ï˚
Ì‡È‰ÂÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚ v(p, k).

ÅÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÙÛÌÍˆËÈ ÉËÌ‡, ËÏÂ˛˘Ëı Ú‡-
ÍÛ˛ ÊÂ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ (6.54) ‚ ÚÓ˜ÍÂ p Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌË˛ (6.53) ‚Ó
‚ÒÂı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı. ëÂ‰Ë ‚ÒÂı Ú‡ÍËı ÙÛÌÍˆËÈ ‚˚·ÂÂÏ ÔÓÒÚÂÈ¯Û˛:

      
G p g k

ikR

R
( , , ) = e (6.60)

Ñ‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı
‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V, ÍÓÏÂ ÚÓ˜ÍË p, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ËÏÂÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘Û˛ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ 1/R. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.59) Ï˚ ÔË-
ıÓ‰ËÏ Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÙÓÏÛÎÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡

        
U UU( ) ,p dS

ikL ikL

S
L n n L

= −






∫

1

4π

∂

∂

∂

∂

e e (6.61)

„‰Â L – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ q Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S. àÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÌÛÚË
Ó·˙ÂÏ‡ V ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ÒÎÂ‰Û-
˛˘Ëı ˜ÎÂÌÓ‚:

        
∂

∂

U( )g

n L

ikL

dSe  Ë 
        
U ( ) .q dS

n L

ikL∂

∂

e

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚·ÎËÁË Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË g ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚‡ ÚËÔ‡
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ÒËÎ‡ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ

    
∂

∂

U

n
 Ë U ,

‡ ‚ÓÎÌ‡ ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËÂÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ‰‡ÌÌ˚ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË. å˚ Ó·ÒÛ‰ËÏ
˝ÚÓ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‡Á‰ÂÎÓ‚. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ÔÓflÒÌËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚,
ÍÓÎÂ·‡ÌËflÏ ÔÓ‰‚Â„‡ÂÚÒfl Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ Í‡Í ‚ÌÛÚË, Ú‡Í Ë ‚ÌÂ
Ó·˙ÂÏ‡ V. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ
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‰‚ËÊÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ ÒÂ‰˚, ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÔÓ‚Ò˛‰Û. Ç ÚÓ ÊÂ
‚ÂÏfl ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.61) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ, Á‡‰‡‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V. èÓ˝ÚÓÏÛ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â
ËÒÚÓ˜ÌËÍË ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÙËÍÚË‚Ì˚Â. óÚÓ·˚ ÔÓÌflÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ
˝ÚÓ„Ó Ù‡ÍÚ‡, ÔÓÎÂÁÌÓ ‚ÒÔÓÏÌËÚ¸, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î˚ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓ„Ó Ë ˝ÎÂÍÚ-
Ë˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓÎÂÈ ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S ÏÓÊÌÓ
‚ÒÂ„‰‡ ‚ÓÓ·‡ÁËÚ¸ ‰‡ÊÂ ‚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, „‰Â ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú Í‡ÍËÂ-
ÎË·Ó Ï‡ÒÒ˚ ËÎË Á‡fl‰˚.

àÁ ÚÂÓÂÏ˚ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl
Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‚ Ó·˙ÂÏÂ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ËÁ‚Â-
ÒÚÌ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÙÛÌÍˆËÈ U ËÎË ∂U/∂n. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ (6.59) ÏÓÊÌÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, ‚˚·ÂÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ ÉËÌ‡ G(p, q, k), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Û˛ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÛÒÎÓ-
‚ËflÏ.
‡) ‚Ò˛‰Û ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V, ÍÓÏÂ ÚÓ˜ÍË p

∇2G ≠ k2G = 0

·) ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p

G → eikR/R

‚) ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S

G = 0 (6.62)

ë Û˜ÂÚÓÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.59) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

      
U U( ) ( ) ( , , )p g dSG p g k

n
= ∫

1

4π

∂

∂
(6.63)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î U ‚ÌÛÚË Ó·˙Â-
Ï‡, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÁÌ‡Ú¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S. íÂÏ ÌÂ       
ÏÂÌÂÂ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó‰Ì‡ ÒÎÓÊÌ‡fl ÔÓ·ÎÂÏ‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË ÉËÌ‡ G Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚Ë-
flÏË.
ÖÒÎË ‚ÏÂÒÚÓ (6.62) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÛÒÎÓ‚ËÂ

∂G/∂n = 0 Ì‡ S, (6.64)

ÚÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ·Û‰ÂÚ Â¯‡Ú¸ ‰Û„Û˛ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û, ÔË ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
(6.59) ÔÂÂÈ‰ÂÚ ‚

      
U U( ) .p G dS

n
= ∫

1

4π

∂

∂
(6.65)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ, ÙÛÌÍˆËfl U(a) ·Û‰ÂÚ ‚˚‡Ê‡Ú¸Òfl ˜ÂÂÁ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÂÂ
ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ
ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û U ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË, ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛfl ‡ÁÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË ÉËÌ‡ G. ùÚÓ Â˘Â ‡Á ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍ-
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ˆËË U ËÎË ∂U/∂n ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.63) Ë (6.65), ÙÛÌÍˆËfl ÉËÌ‡ ‚ ÙÓÏÛÎÂ
ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ:

G = eikL/L.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÈ U ËÎË
∂U/∂n, ÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ U ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡‰‡˜ÂÈ ˜ËÒÎÂÌ-
ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.61). é‰Ì‡ÍÓ, ÂÒÎË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ËÁ‚Â-
ÒÚÌ˚ ÚÓ˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ, ˝ÚÓ Ó·˚˜ÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ „‡ÌË˜Ì‡fl
Á‡‰‡˜‡ ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U ÛÊÂ Â¯ÂÌ‡. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË ËÁ‚Â-
ÒÚÌ˚ ‚Ò˛‰Û ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V Ë ÔËÏÂÌflÚ¸ ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÛÊÂ ÌÂ ÚÂ-
·ÛÂÚÒfl.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.61) ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÔÓÎÂÁÌ˚Ï ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı
ˆÂÎÂÈ (‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ‰ËÙ‡ÍˆËË) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl
ÙÛÌÍˆËÈ U ËÎË ∂U/∂n ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Ì‡ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S,
ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ Ó·˙ÂÏ V.

ë‰ÂÎ‡ÂÏ Â˘Â Ó‰ÌÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. èË ‚˚‚Ó‰Â ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.59) Ï˚ ÔÂ‰ÔÓ-
Î‡„‡ÎË, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S (ÒÏ. ËÒ. 6.3, ‡). ãÂ„ÍÓ
Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.59) ÌÂ ËÁÏÂÌËÚÒfl, ÂÒÎË ‚ÏÂÒÚÓ Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-
ÚË ËÏÂÂÚÒfl Ò‡ÁÛ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

S = S1 + S2 + S3 + ... + Sn

èËÏÂ Ó·˙ÂÏ‡, Á‡ÍÎ˛˜ÂÌÌÓ„Ó ÏÂÊ‰Û ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË, ÔË‚Ó-
‰ËÚÒfl Ì‡ ËÒ. 6.3, ·.

ëÎÛ˜‡È 2: ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚È Ó·˙ÂÏ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ V Á‡ÍÎ˛˜ÂÌ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË
S1 Ë Se Ë ‚ ÌÂÏ ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚÒfl ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (ÒÏ. ËÒ.
6.3, ·). íÓ„‰‡, ÙÓÏÛÎ‡ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl Í ‚Ë‰Û

        
U UU( )p dS

ikL ikL

S
L n n L

= −








 +∫

1

4
1

π

∂

∂

∂

∂

e e

        
+ −









∫

1

4π

∂

∂

∂

∂

e eikL ikL

S
L n n L

e

dSU U . (6.66)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡, ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Se

ÒÚÂÏflÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Se ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸
ÒÙÂÓÈ S Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p Ë ‡‰ËÛÒÓÏ R = L , Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛˘ËÏÒfl ‰Ó ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ÌÓÏ‡ÎË n Ë ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ‡ R ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú,

∂U/∂n = ∂U/∂R
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Ë ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î  ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (6.66) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

        

e e e e e
ikR ikR

S

ikR ikR
ikR

S
R R R R R R R R

e e

dS ik dS∂

∂

∂

∂

∂

∂

U U UU U−








 = − +









 =∫ ∫ 2

        
= −





+ ∫∫ ∂

∂

U UU
R R R

ik dS dS
ikR ikR

SS ee

e e
2

. (6.67)

ùÎÂÏÂÌÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË dS Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl  ‚Ë‰Â

dS = R2dΩ,

„‰Â dΩ – ÚÂÎÂÒÌ˚È Û„ÓÎ, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚ dS ‚Ë‰ÂÌ ËÁ ÚÓ˜ÍË p. ëÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.67) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

      
R ik d d

R

ikR

S

ikR

S ee

∂

∂

U U U−





+ ∫∫ e eΩ Ω (6.68)

ëÎ‡„‡ÂÏÓÂ

      
U

S

ikR

e

d∫ e Ω

ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÂÒÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ U ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ÒÚÂÏËÚÒfl Í
ÌÛÎ˛ (U → 0) ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï θ Ë ϕ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î
ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ, ÂÒÎË

RU < N Í‡Í R → ∞ (6.69)

„‰Â N – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ.
èÂ‚˚È ËÁ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ (6.66) ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË

    
R ikUU

R

∂

∂
−




→ 0 Í‡Í R → ∞

èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ÔÂ‰ÂÎ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌ˚Ï ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï θ Ë ϕ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÒÎË Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.69) Ë (6.70), ‚‚Â‰ÂÌÌ˚Â

áÓÏÏÂÙÂÎ¸‰ÓÏ, ÚÓ ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ (6.61) ÏÓÊÌÓ ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ ÔË-
ÏÂÌflÚ¸, ‰‡ÊÂ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ó·˙ÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì˚Ï.

ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÚÂÓÂÏÛ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË ‰Îfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, Ï˚ ÔË-
¯ÎË Í ÌÂÒÚÓ„ÓÏÛ ‚˚‚Ó‰Û Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í
ÌÛÎ˛ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË.

íÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.69) Ë (6.70) flÒÌÓ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‚Ó‰‡. Ç Â‡Î¸Ì˚ı ÒËÚÛ‡ˆËflı ÔÂ‚Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË
‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÏÂÓ‚. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÛıÓ‰fl˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚ Ë

U  ∼ 
      
eikR

R
, ÂÒÎË R → ∞.
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èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (6.70), Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚÒfl. ÖÒÎË ÊÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÔËıÓ‰fl˘‡fl ‚ÓÎÌ‡

U ∼ e–ikR/R

ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ (6.70) ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.69) Ë (6.70), Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ÛÒÎÓ‚ËflÏË

ËÁÎÛ˜ÂÌËfl áÓÏÏÂÙÂÎ¸‰‡, ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË.

ëÎÛ˜‡È 3: ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‚ÌÛÚË Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ ÓÍÂÒÚ-
ÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË O ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V, Á‡ÌflÚÓ„Ó Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰ÓÈ (ËÒ. 6.3, ‚).
ç‡ÔËÏÂ, Ú‡ÍËÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È ÒÙÂË˜ÂÒÍËÈ ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍ, ËÏÂ˛˘ËÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÓÏÛÎ‡
ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl, ÂÒÎË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ U ËÏÂÂÚ
ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ˝ÚÛ ÙÛÌÍˆË˛ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

U(p, k) = U0(p, k) + US(p, k) (6.71)

á‰ÂÒ¸ U0 fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó ÔÂ-
‚Ë˜Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O ‚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏ Ó·˙ÂÏÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚.
ùÚ‡ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÔÓÎfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ „Î‡‚Â Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ.

ÇÚÓÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ, Us, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚Á‚‡ÌÓ ÔÂ‚Ë˜Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ËÎË
Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ Á‡ ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ë, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ
ÔÂ‚Ó„Ó ÒÎ‡„‡ÂÏÓ„Ó, ÓÌÓ ÌÂ ËÏÂÂÚ ÒËÌ„ÛÎflÌÓÒÚË ‚ÌÛÚË V.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ, ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÔËÏÂÌËÏ Í ÙÛÌÍˆËË Us, Ë
‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÎÌÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰˚:
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ÅÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï Ë ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡
ËÏÂÂÚÒfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ë ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, Ó„‡-
ÌË˜Ë‚‡˛˘Ëı Ó·˙ÂÏ V.

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó ‡Á‰ÂÎ‡ Ó·ÒÛ‰ËÏ Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ËÌÚÂ„-
‡Î‡ (6.59). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÌÂ Ó·˙ÂÏ‡ V ÒÂ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ Ë
ÙÛÌÍˆËfl ÉËÌ‡ G ËÏÂÂÚ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ‚ÌÛÚË V. íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ‚˚‡ÊÂÌË˛
(6.51), ËÏÂÂÏ
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„‰Â ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ·ÂÂÚÒfl Ì‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒÚÓÓÌÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S.
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àÁ Ò‡‚ÌÂÌËfl ÙÓÏÛÎ (6.59) Ë (6.72) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÙËÍÚË‚Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S “‚ÓÁ·ÛÊ‰‡˛Ú” ‚ÓÎÌÛ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ÌÂ Ó·˙ÂÏ‡
ÒÛÏÏ‡Ì˚È ˝ÙÙÂÍÚ ÓÚ ˝ÚËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛.

ùÚÓÚ Ù‡ÍÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ËÌÓ„‰‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ Ò‡Ï˚ı
‚‡ÊÌ˚ı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ É˛È„ÂÌÒ‡, Ë Ï˚ ÔÓ‰Ó·ÌÓ Ó·ÒÛ‰ËÏ ˝ÚÓ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ.  

6.3. íÖéêàü ÑàîêÄäñàà äàêïÉéîÄ

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ÔÓ‰ÓÎÊËÏ ËÁÛ˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, Ë ÔÓÍ‡ÊÂÏ, Í‡Í ÙÓÏÛÎ‡ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‰Îfl ËÁÛ˜Â-
ÌËfl ‰ËÙ‡ÍˆËË ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÊÂÒÚÍÓ„Ó ˝Í‡Ì‡. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ú‡Í‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÂ-
‰˚ Ó·˚˜ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ‚ ÓÔÚËÍÂ Ë ‚fl‰ ÎË ËÏÂÂÚ Í‡ÍÓÂ-ÎË·Ó Ô‡ÍÚË˜ÂÒ-
ÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË. é‰Ì‡ÍÓ ËÁÛ˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÊÂÒÚÍÓ„Ó
˝Í‡Ì‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌ˚ı Í‡-
ÚËÌ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔÂÂıÓ‰ Í ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÒÔÂÍÚ‡ (ÎÛ˜Â‚ÓÂ ÔË·ÎËÊÂ-
ÌËÂ). Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, Í‡Í ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÒÎÛ˜‡Ë, ÍÓ„‰‡ ˝ÚÓ„Ó
ÔÂ‰ÂÎ‡ ÌÂÎ¸Áfl ‰ÓÒÚË˜¸, ‰‡ÊÂ ‰Îfl Ò‡Ï˚ı Ï‡Î˚ı ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‚ÒÂ ÔÂÂ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ·Û‰ÛÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl ÔË ËÁÛ˜Â-
ÌËË ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı Ë ÛÔÛ„Ëı ‚ÓÎÌ ‚ ·ÓÎÂÂ Â‡ÎËÒÚË˜Ì˚ı ÏÓ‰ÂÎflı. ì˜ËÚ˚‚‡fl,
˜ÚÓ ÚÂÓËfl äËı„ÓÙ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÊÂÒÚÍÓ„Ó ˝Í‡Ì‡ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ
ÔÓÒÚ‡, Ï˚ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÓÔË¯ÂÏ  ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ËÏÂÌÌÓ ‚ ˝ÚÓÈ ÏÓ‰ÂÎË.

ì‰Ó·ÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl.
1. çÂÔÓÁ‡˜Ì˚È ˝Í‡Ì Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ (˘ÂÎ¸˛) (ËÒ. 6.4, ‡).
2. ùÍ‡Ì ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÏÂÓ‚ (ËÒ. 6.4, ·).

êËÒ. 6.4.  ùÍ‡Ì Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ (‡); ˝Í‡Ì ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡ÁÏÂÓ‚ (·); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚
(6.74) (‚); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ (6.83) („)
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ÉêÄçàóçõÖ ìëãéÇàü

ùÍ‡Ì (Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ ËÎË ·ÂÁ ÌÂ„Ó) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸,
Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÍÓÚÓÓÈ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ ÒÂ‰˚. óÚÓ·˚
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â¯ËÚ¸ Á‡‰‡˜Û Ò „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚Ë-
flÏË. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÚÂ·ÛÂÚÒfl Ì‡ÈÚË Â¯ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ÌÛÚË
Ë ‚ÌÂ ˝Í‡Ì‡. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ÙÛÌÍˆËË, fl‚Îfl˛˘ËÂÒfl Â¯ÂÌËflÏË ˝ÚÓ„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl, ‰ÓÎÊÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝Í‡Ì‡.
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ U ‰ÓÎÊÌÓ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë-
‚‡Ú¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ Ì‡ Ó·ÂËı
ÒÚÓÓÌ‡ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝Í‡Ì‡. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‚ÌÂ ˝Í‡Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl U ‰ÓÎÊ-     
Ì‡ ‚ÂÒÚË ÒÂ·fl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ ‚·ÎËÁË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓÒÚË.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‚ÌÂ ˝Í‡Ì‡,
ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ëı ÁÌ‡Ú¸ ‚ÌÛÚË ÌÂ„Ó, ˜ÚÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÓÊÌÓÈ ‚˚-
˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÏÂ˛Ú ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â
ÏÂÚÓ‰˚ ‡Ò˜ÂÚ‡. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Ó‰ËÌ ËÁ Ú‡ÍËı ÏÂÚÓ‰Ó‚,
ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È äËı„ÓÙÓÏ.

èÛÒÚ¸ ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË 0 Ë ‚ ÒÂ‰Â
ËÏÂÂÚÒfl ÊÂÒÚÍËÈ ˝Í‡Ì Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ. ç‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË
‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‚ Ó·˙ÂÏÂ V Á‡ ˝Í‡ÌÓÏ (ËÒ. 6.4, ‚). Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÙÓ-
ÏÛÎÓÈ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û U ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V
ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í
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Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ‡Á‰ÂÎ‡, Á‰ÂÒ¸ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Â‰ËÌË˜Ì˚È
‚ÂÍÚÓ n Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚ÌÛÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ Ë

S = S0 + S1 + Se, (6.75)

„‰Â S0 Ë S1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÎÓ˘‡‰¸ ÓÚ‚ÂÒÚËfl Ë ÓÒÚ‡Î¸ÌÓÈ ˜‡Ò-
ÚË ˝Í‡Ì‡, ‡ Se – ÒÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ‡‰ËÛÒ‡. ë˜ËÚ‡fl,
˜ÚÓ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÔÂ‚Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú,  ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ÔÓ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Se ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸. íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ (6.75) ÔÓÎÛ˜ËÏ

S = S0 + S1 (6.76)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÎÓ˘‡‰¸ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ˝Í‡Ì‡ Ë
‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl Í‡Í Â„Ó ÌÂÔÓÁ‡˜Ì˚Â ˜‡ÒÚË, Ú‡Í Ë ÔÎÓ˘‡‰¸ ÓÚ‚ÂÒÚËfl.
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ÌÂÔÓÁ‡˜Ì˚È ˝Í‡Ì Á‡ÌËÏ‡ÂÚ ‚Ò˛ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‰Ó
·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. èÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ U0, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ ÔÂ‚Ë˜Ì˚Ï
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ˜‡ÒÚËˆ˚ ˝Í‡Ì‡ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ÍÓÎÂ·‡Ú¸Òfl, Ë ˝ÚË ÌÓ‚˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË
ÔË‚Ó‰flÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‚ÚÓË˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ US. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌ‡fl ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl

U = U0 + US (6.77)
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝Í‡Ì ÊÂÒÚÍËÈ Ë ËÏÂÂÚ ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Â ‡ÁÏÂ˚, ‚ÓÎÌ˚ ‚ Ó·˙Â-
ÏÂ V ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â ÔÂ-
‚Ë˜Ì˚ÏË Ë ‚ÚÓË˜Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, „‡ÒflÚ ‰Û„ ‰Û„‡, Ë

U = 0 ‚ V.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚·ÎËÁË ÔÂÂ‰ÌÂÈ ˜‡ÒÚË ˝Í‡Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl U Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl
∂U/∂n ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. èË Ì‡ÎË˜ËË ‚ ˝Í‡ÌÂ ÓÚ‚ÂÒÚËfl (ÒÏ. ËÒ. 6.4, ‡) ‡Ò-
ÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÚÓË˜Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡ ˝Í‡ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl, Ë ‚ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ˝ÚÓ„Ó ‚
Ó·˙ÂÏÂ V ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ‚ÓÎÌ˚. ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, Â¯ËÚ¸ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û. é‰Ì‡ÍÓ
ÔË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚·ÎËÁË ÔÂÂ‰ÌÂÈ ˜‡ÒÚË ˝Í‡Ì‡
ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸ Ò ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï-
„ÓÎ¸ˆ‡ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË U ‚ Ó·˙ÂÏÂ V.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÎÌÛ ‚ ÚÓ˜Í‡ı, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı ÓÚ‚ÂÒÚË˛. äÓÌÂ˜ÌÓ, ‚ÚÓ-
Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË Ì‡ ˝Í‡ÌÂ ‚˚Á˚‚‡˛Ú ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚
Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓÎÌÓÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓ. Ç ÚÓ
ÊÂ ‚ÂÏfl, ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Â„Ó ˆÂÌÚ-
‡Î¸ÌÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ Ë ‚ÚÓË˜Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ‚·ÎËÁË ˝Í‡Ì‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎ¸-
¯Â, ‡ Ëı ‚ÎËflÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ÏÓÊ-
ÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ Ú‡ÍËı ÚÓ˜Í‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl ËÏÂ˛˘Â„Ó ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÂ
‡ÁÏÂ˚, ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ÒÓÒÚÓËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚.  ùÚÓ ÔÂ‰ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËÂ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı, Ì‡ıÓ‰fl˘ËıÒfl ‚·ÎËÁË Í‡fl ÌÂÔÓÁ‡˜ÌÓ„Ó
˝Í‡Ì‡, ıÓÚfl ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÎÌ˚ ÏÓ„ÛÚ ‚Á‡ËÏÌÓ „‡ÒËÚ¸ ‰Û„ ‰Û„‡ ËÁ-Á‡
‡ÁÌÓÒÚË Ù‡Á. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÏÓÊÂÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl, ÚÓÎ¸ÍÓ
ÂÒÎË ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â ‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl.

îéêåìãÄ ÑàîêÄäñàà

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‡ÎÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ‚·ÎËÁË ÔÂÂ‰ÌÂÈ ˜‡ÒÚË ˝Í‡Ì‡, ÌÓ ‚ÌÂ
ÓÚ‚ÂÒÚËfl. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ÂÒÎË ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ‚ ˝Í‡ÌÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ, ÙÛÌÍˆËfl
U Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔË Â„Ó Ì‡ÎË˜ËË ‚ÓÎ-
ÌÓ‚‡fl Í‡ÚËÌ‡ ÏÂÌflÂÚÒfl, Ë ‚ÓÎÌ‡ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚Ò˛‰Û, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÔÂÂ‰Ì˛˛ ˜‡ÒÚ¸
˝Í‡Ì‡. ë ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÔÓ˜ÚË Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı ˝Í‡Ì‡,
‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ‚ÎËflÌËÂ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÂ-
ÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡ÎÓ. Ä Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡-
ÂÚÒfl ‚ÒÂ ·ÎËÊÂ Í ÓÚ‚ÂÒÚË˛. èÓ‰Ó·Ì˚Â ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎËÎË äËı„ÓÙÛ
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.

ç‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÚ‚ÂÒÚËfl S0 ‚ÓÎÌ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÂ‚Ë˜ÌÓÈ (Ô‡‰‡˛˘ÂÈ)
‚ÓÎÌÓÈ, Ë

U = U0 Ë 
      
∂

∂

∂

∂

U U

n n
= 0  Ì‡ S0, (6.78)

‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í Ì‡ ÔÂÂ‰ÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÌÂÔÓÁ‡˜ÌÓ„Ó ˝Í‡Ì‡ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡:
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U = U0 Ë 
      
∂

∂

U

n
= 0 Ì‡ S1. (6.79)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.78), (6.79) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË äËı„ÓÙ‡ Ë
Ë„‡˛Ú ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘Û˛ ÓÎ¸ ‚ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÓÈ ËÏ ÚÂÓËË ‰ËÙ‡ÍˆËË.

á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‰‚‡ Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.
‡) ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (6.78) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Á‰ÂÒ¸ ÔÂÌÂ·Â„ÎË ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ-

‚ËÂÏ ÏÂÊ‰Û ‚ÚÓË˜Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË.
·) ‰‡ÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰ Ó˜ÂÌ¸ ÔÓıÓÊ Ì‡ ·ÓÌÓ‚ÒÍÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ, ˜‡ÒÚÓ ËÒ-

ÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÂ ‚ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙËÁËÍÂ.
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚, ˜ÚÓ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚˚Á‚‡Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï

ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï ‚ ÚÓ˜ÍÂ 0. íÓ„‰‡

      
U0

1

1

= A
ikr

r

e , (6.80)

„‰Â r1 – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ A ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ Â„Ó ÒËÎÛ.
ÑËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ U0 ÔÓ n ‰‡ÂÚ

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

U U0 0

1

1

n r

r

n
=

ËÎË

      

∂

∂

∂

∂

U0

1 1
2 1

11

1
r r

r

n
A ikr

ikr
= −e ( ) (6.81)

àÁ ËÒ. 6.4, „ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

      

∂

∂

r

n
1 = cos( , 1n r )

á‰ÂÒ¸ (n, r1) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË n Ë r1.
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂÂÏ

      

∂

∂

r

n
r1
1= ⋅ = ⋅ =grad cos( ,  1

0
1n r n n r ),

Ú‡Í Í‡Í

    grad 1
0r r1 =

fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË r1.
ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ

      
cos( ,  1

1 1n r
n r n r

) ,= =
⋅ ⋅

nr r1 1

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

n = 1.
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èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

∂
∂n r r

ikr ikr
ikre e cos( , = −

2
1( ) ),n r (6.82)

„‰Â r – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÓÈ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‚ ˝Í‡ÌÂ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.81), (6.82) ‚ ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ‰‡ÂÚ

        

U( ) ( ) ) ( ) )p ikr ikr dSA
r r r r

ikr

S

ikr ikr ikr
= − − −










∫4

1

0

1

1
2

1
2 11 1

π
e e e ecos( , cos( , n r n r1

ËÎË

        

U( ) ( ) ) ( ) ) ,
( )

p ikr ikr dSA
rr r r

ik r r

S

= − − −
+ 





∫4

1 11

0
1 1

11 1
π

e cos( , cos( , n r n r1 (6.83)

„‰Â (n, r) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‚ÂÍÚÓ‡ÏË n Ë r (ËÒ. 6.4, „).
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÙÓÏÛÎÛ (6.83), ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÛ˛ Ì‡ ÔË·ÎËÊÂÌ-

Ì˚ı „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı, ÏÓÊÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ‚ Ó·˙ÂÏÂ V, ÔË
ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÏÂÌ¸¯Â ‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ‡ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl
ÎÂÊ‡Ú ‚‰‡ÎË ÓÚ Â„Ó Í‡fl.

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (6.83) ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â
ÙÛÌÍˆËË, Ë ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ì‡
ÍÓÏÔ¸˛ÚÂÂ, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘Â„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl

    e ik r r( )+ 1 .

é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÔÓ¯ÎÓÏ ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ÔÓˆÂ‰ÛÛ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ·˚ÎÓ Ó˜ÂÌ¸ ÒÎÓÊ-
ÌÓ, Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ·˚ÎË ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ˚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ÒÔÓÒÓ·˚ ‰Îfl
‚˚‡ÊÂÌËfl ËÌÚÂ„‡Î‡  (6.83) ˜ÂÂÁ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚
‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ ˝ÚËı ÏÂÚÓ‰Ó‚, ‡ ÔÓÍ‡ ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.

1. áÌ‡˜ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î‡ (6.83) ÌÂ ËÁÏÂÌËÚÒfl, ÂÒÎË ‚ ÌÂÏ r Ë r1 ÔÓÏÂÌflÚ¸
ÏÂÒÚ‡ÏË. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p0 ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÚÓÏÛ ÊÂ ˝ÙÙÂÍ-
ÚÛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p, Í‡Í ÂÒÎË ·˚ ÓÌ Ì‡ıÓ‰ËÎÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ p, ‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÂ ‚ÂÎÓÒ¸ ‚
ÚÓ˜ÍÂ p0. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ·˚Î ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆÂÏ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÚÂÓÂ-
ÏÓÈ ‚Á‡ËÏÌÓÒÚË.

2. éÔË¯ÂÏ ÚÂÔÂ¸ Â˘Â Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚ÓÎÌ, ÍÓÚÓÓÂ Ú‡ÍÊÂ
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡. éÌÓ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ ‰‚Ûı ‰ÓÔÓÎÌfl-
˛˘Ëı ‰Û„ ‰Û„‡ ˝Í‡ÌÓ‚, ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÌ˚ı Ú‡Í, ˜ÚÓ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ‚ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÌËı ‚
ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÔÓÁ‡˜ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ‰Û„Ó„Ó (ËÒ. 6.5, ‡).

èÛÒÚ¸ U1 Ë U2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓ‚, ÍÓ„‰‡
ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
˝Í‡Ì Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ Ë ‰ÓÔÓÎÌfl˛˘ËÈ Â„Ó ˝Í‡Ì. íÓ„‰‡, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÙÓ-
ÏÛÎÓÈ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, ËÏÂÂÏ

      

U U U
1

1
4

01

( ) ( ) ( )p g dS
n r r

g
n

ikr ikr

S

= −


















∫π

∂
∂

∂

∂
e e
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Ë (6.84)

      

U U U
2

1
4

02

( ) ( ) ( )p g dS
n r r

g
n

ikr ikr

S

= −


















∫π

∂
∂

∂

∂
e e

„‰Â S01 Ë S02 – ÔÎÓ˘‡‰Ë ÓÚ‚ÂÒÚËÈ Ó·ÓËı ˝Í‡ÌÓ‚.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

S = S01 + S02

‡‚ÌflÂÚÒfl ÔÎÓ˘‡‰Ë ‚ÒÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝Í‡Ì‡.
àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.61) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

      

U U U( ) ( ) ( )p g dS
n r r

g
n

ikr ikr

S

= −


















∫1

4π
∂
∂

∂

∂
e e (6.85)

„‰Â U(p) – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p ÔË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËË ˝Í‡ÌÓ‚.
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.84), (6.85) ÔË‚Ó‰flÚ Í ‚‡ÊÌÓÏÛ ÂÁÛÎ¸-  Ú‡-

ÚÛ:

U(p) = U1(p) + U2(p) (6.86)

Ú.Â. ÒÛÏÏ‡ ‚ÓÎÌ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ‰‚Ûı ‰ÓÔÓÎÌfl˛˘Ëı ‰Û„ ‰Û„‡ ˝Í‡ÌÓ‚ ‡‚ÌflÂÚ-
Òfl ‚ÓÎÌÂ, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡ ˝ÚË ˝Í‡Ì˚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. ùÚÓÚ
ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ËÁ‚ÂÒÚÂÌ Í‡Í ÔËÌˆËÔ Å‡·ËÌÂ. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.86) ÎÂ„ÍÓ

êËÒ. 6.5.  ùÍ‡Ì˚, ‰ÓÔÓÎÌfl˛˘ËÂ ‰Û„ ‰Û„‡ (‡); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ  ̊ (6.89) (·); ËÎ-
Î˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ (6.92) (‚); ‚˚‚Ó‰ ÙÓÏÛÎ˚ (6.96) („)



251

ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ÔËÌˆËÔ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ-
‰˚.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ, ÔÓÎÓÊËÏ U1 = 0. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ,
˜ÚÓ U2 = U Ë ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı, „‰Â ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛ ËÁ-Á‡ ÔË-
ÒÛÚÒÚ‚Ëfl Ó‰ÌÓ„Ó ËÁ ˝Í‡ÌÓ‚, ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˝Í‡Ì‡ ÓÌ‡ ÒÚ‡-
ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ÚÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË, ÍÓÚÓ‡fl Ó·‡ÁÛÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡ ˝Í‡Ì ÔÓÎÌÓ-
ÒÚ¸˛ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ.

ÇÂÌÂÏÒfl ÚÂÔÂ¸ Í ‚˚‡ÊÂÌË˛ (6.83) Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó‰ËÌ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È.
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‰Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ r1 Ë ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl r ÏÌÓ„Ó ·ÓÎ¸¯Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚:

r1 >> λ Ë r >> λ

ËÎË

kr1 >> 1 Ë kr >> 1. (6.87)

íÓ„‰‡, ÔÂÌÂ·Â„‡fl ‚ (6.83) Â‰ËÌËˆÂÈ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò kr Ë kr1, ÔÓÎÛ˜ËÏ

        

U( ) [ ) )]
( )

p dSA i

rr

ik r r

S

= −
+

∫2

1

0
1λ

e cos( , cos( , n r n r1 (6.88)

Ú.Â. ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ ‰ËÙ‡ÍˆËË îÂÌÂÎfl–äËı„ÓÙ‡.
àÁ ‚˚‚Ó‰‡ ÙÓÏÛÎ˚ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÏÂÒÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0

ÏÓÊÌÓ ‚ÁflÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ W, „‡ÌËˆ‡ ÍÓÚÓÓÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò
Í‡ÂÏ ÓÚ‚ÂÒÚËfl (ËÒ. 6.5, ·). ç‡ÔËÏÂ, ˝Ú‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÏÓÊÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ËÁ
‰‚Ûı ˜‡ÒÚÂÈ: ˜‡ÒÚË ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡
ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û Ë Ù‡ÁÛ, Ë ÒÂ„ÏÂÌÚ‡ ÍÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Sc

Ò ‚Â¯ËÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p0. ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl r1 ‚ÍÎ‡‰ ËÌÚÂ„‡Î‡ ÔÓ ÍÓ-
ÌË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â, Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S0 ÔÓ˜ÚË ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ
Ò ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ S. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

    e
ik r r r( ) /+ 1

1

ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï Ë

      

∂

∂

r

n
1 1= =cos( ,  1n r ) ,

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      

U( ) ( ,p dSiA
r

ikr
ikr

S

= +∫2

1

0

1
1

λ
αe e cos ) (6.89)

„‰Â

cosα = –cos(n, r)

ÖÒÎË, ÔÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ r ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍÓ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‡ÁÏÂ-
‡ÏË ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ÚÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ (6.89) Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 ÏÂÌflÂÚÒfl
Ï‡ÎÓ, Ë ‚ÏÂÒÚÓ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl Ï˚ ÏÓÊÂÏ Á‡ÔËÒ‡Ú¸
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U( ) (p dSiA
r r

ikr
ikr

S

= +∫2

1

0

1
1

λ
αe e cos )

ËÎË

      

U( )p dSiA
r r

ikr
ikr

S

= ∫λ
αe e cos21

0

1 2
(6.90)

ÑÓ Ì‡ÒÚÓfl˘Â„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚˚‚Ó‰˚ ‚ÒÂı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ ÙÓ-
ÏÛÎÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ ÚÂÔÂ¸ Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (6.63), ÔÓÎÛ-
˜ÂÌÌÓÂ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ:

      

U U( ) ( )p g dS
S

G
n

= ∫1
4

0

π
∂
∂

(6.91)

á‰ÂÒ¸ G = G(p, g, k) – ÙÛÌÍˆËfl ÉËÌ‡, ‡‚Ì‡fl ÌÛÎ˛ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝Í‡Ì‡.
ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ‰Îfl ˝Í‡Ì‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ ˝ÚÛ ÙÛÌÍˆË˛

ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÚÛ‰ÌÓ. é‰Ì‡ÍÓ ÔÎÓÒÍËÈ ˝Í‡Ì fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ
ÌÂÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÈ, Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl ÉËÌ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚ-
Òfl Í‡Í

    
G p g k

ikr ikr

r r
( , , ) ,= −

∗

∗

e e (6.92)

„‰Â r∗ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˝Í‡ÌÓÏ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ p∗, ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÂÍ‡Î¸Ì˚Ï
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂÏ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (ËÒ. 6.5, ‚). ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl
ÙÛÌÍˆËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÙÓÏÛÎÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V, ËÏÂÂÚ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸
‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËflÏ Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË Ë ‡‚ÌflÂÚÒfl
ÌÛÎ˛ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ÍÓ„‰‡ r = r∗. Ç‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Û ÔflÏÓ-
Û„ÓÎ¸ÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï ‚ ÔÂ‰Â-
Î‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl  (ËÒ. 6.5, „). éÒ¸ z ÔË ˝ÚÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚ÌÛÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ V, ‡ ξ,
η Ë ζ, fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ÚÓ˜ÍË g ÓÚ‚ÂÒÚËfl. íÓ„‰‡  ‡ÒÒÚÓflÌËfl r Ë r∗
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË:

r2 = (x – ξ)2 + (y – η)2 + (z – ζ,)2

Ë (6.93)

    r∗
2  = (x – ξ)2 + (y – η)2 + (z – ζ,)2,

„‰Â x, y Ë z – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.
çÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÚ ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË

(6.92) ‡‚Ìfl˛ÚÒfl

      

∂
∂

∂
∂n r r

r
n r

ikr ikr ikr
ikr ikre e e cos( , 









 = − = −

2 2
1 1( ) ( ) )n r

Ë (6.94)

      

∂
∂

∂

∂n r r

r

n r

ikr ikr ikr
ikr ikre e e cos( , 

∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗

∗

∗
∗ ∗









 = − = −

2 2
1 1( ) ( ) ).n r
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ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

cos(n, r) = –cosα Ë cos(n, r∗) = –cosα

ËÏÂÂÏ

    

∂
∂

αG
n r

ikr
ikr2e cos

2
1( )−  Ì‡ S0. (6.95)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ÙÓÏÛÎÛ (6.91) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÛÒÎÓ‚Ëfl
äËı„ÓÙ‡, ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

U( ) ( ) .
( )

p ikr dSA

r r

ik r r

S

= − −
+

∫2

1

0

2
1

1
π

αe cos (6.96)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ, „‰Â

kr >> 1,

ËÏÂÂÏ

      

U( ) .
( )

p dSA i

rr

ik r r

S

= −
+

∫λ
αe cos

1

0
1

(6.97)

èêàÅãàÜÖçàü îêÖçÖãü à îêÄìçÉéîÖêÄ

Ñ‡ÎÂÂ, ‚˚ÔÓÎÌflfl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ‚ (6.97), ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ˜ÎÂÌ˚ 1/rr1

Ë cosα ÓÒÚ‡˛ÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË. Ç ˝ÚÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ (6.97) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

      

U( ) ,( )p d dA i

RR
ik r r

S

= − +∫
cos eα

λ
ξ η

1

1

0

(6.98)

„‰Â R Ë R1 – ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë ÔÂ-
‚Ë˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ α – Û„ÓÎ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÌÓÏ‡Î¸˛ n Ë
‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓÓÏ R1. óÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.88) Ë (6.97) ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, ÂÒÎË ÔÂ‰ÔÓ-
ÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ cos(n, r1) = –cos(n, r) = cosα.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflÏ, ‡ÁÏÂ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
ÏÂÌ¸¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËÈ R Ë R1, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ÙÓÏÛÎÛ (6.98). èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ζ = 0, ËÏÂÂÏ

r2 = (x – ξ)2 + (y – η)2 + z2,

    r1
2  = (x – ξ)2 + (y0 – η)2 +     z0

2

Ë (6.99)

    R x y z2 2 2 2= + + ,      R x y z1
2

0
2

0
2

0
2= + + .

íÂÔÂ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‡ÁÎÓÊËÚ¸ r Ë r1 ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ ξ/R,
η/R Ë ξ/R1, η/R1.
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àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.99) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    

r R Rx y

R R

x y

R R

x y

R
1 1

0 0

1
2

2 2

1
2

1 2

1
0 0

1

2 2

1

0 0
2

1
3

1 2
2 2

= − + ≈ − + − ++ +









+ + +ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η
/

( ) ...

Ë (6.100)

    
r

x y

R R

x y

R
R≈ − + − ++ + +ξ η ξ η ξ η2 2 2

32 2

( ) ...

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.100) ‚ (6.98) ‰‡ÂÚ

      

U( ) ( ) ( , )p d dA i

RR
ik R R ikf

S

= − + ∫
cos e eα

λ
ξ η ξ η

1

1

0

(6.101)

„‰Â

    
f x y

R

x y

R R R
( , )ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η≈ − − + + −+ + + +0 0

1

2 2

1

2 2

2

    

− −+ +( ) ( ) .x y

R

x y

R

0 0
2

1
3

2

32 2

ξ η ξ η (6.102)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ÓÚ·Ó¯ÂÌ˚ ˜ÎÂÌ˚ ÒÓ ÒÚÂÔÂÌflÏË ξ Ë η
·ÓÎ¸¯Â ‰‚Ûı.

ì‰Ó·ÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‚‚ÂÒÚË Ì‡Ô‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒËÌÛÒ˚:

l0 = x0/R1, m0 = y0/R1

Ë (6.103)

l = x/R, m = y/R.9

ç‡ÔËÏÂ, l Ë l0 ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú Û„Î˚ ÏÂÊ‰Û ÓÒ¸˛ x Ë ‚ÂÍÚÓ‡ÏË R Ë R1, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÛÌÍˆË˛ f(ξ, η) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

f(ξ, η) = (l0 – l)ξ + (m0 – m)η +

    

+ + + −









+ +











1
2

1 1

1

2 2 0 0
2

1

2

R R

l m

R

l m

R
( ) .( ) ( )ξ η ξ η ξ η (6.104)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÙÓÏÛÎÂ (6.104) ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸ Í‚‡‰‡ÚË˜Ì˚ÏË
˜ÎÂÌ‡ÏË, Ú.Â.

f(ξ, η) = (l0 – l)ξ + (m0 – m)η, (6.105)

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, Í‡Í ÛÊÂ ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 6.2, „Ó‚ÓflÚ Ó ‰ËÙ‡ÍˆËË
î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡. èË ÒÓı‡ÌÂÌËË ˝ÚËı ˜ÎÂÌÓ‚ Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ‰ËÙ‡ÍˆËÂÈ
îÂÌÂÎfl. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó, ÂÒÎË
ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ ˝Í‡Ì‡. ëÚÓ-
„Ó „Ó‚Ófl, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.105) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡
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R → ∞ Ë R1 → ∞ (6.106)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔË·ÎËÊÂÌËÂ îÂÌÂÎfl ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ıÓÓ¯Ó ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â
ÔÓÎfl Ì‡ ·ÓÎÂÂ ·ÎËÁÍËı ‡ÒÒÚÓflÌËflı, ıÓÚfl Ë ÌÂ ‚·ÎËÁË Ò‡ÏÓ„Ó ˝Í‡Ì‡.

6.4. ÑàîêÄäñàü îêÄìçÉéîÖêÄ à ÑàîêÄäñàü îêÖçÖãü

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÌÚÂÂÒÌ˚Â ˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚ÓÎÌ Á‡ ˝Í‡-
ÌÓÏ (ËÒ. 6.5, „). ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓËË äËı„ÓÙ‡, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÒÍ‡-
ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â (ÒÏ. ÙÓÏÛÎÛ
6.98):

      

U( ) ,( , )p C d dikf

S

= ∫0

0

e ξ η ξ η (6.107)

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl f(ξ, η) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.104).
äÓÏÔÎÂÍÒÌ˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ C0 ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡ÎÂÌ ÒËÎÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë

Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ÚÓ„Ó, Ì‡ Í‡ÍÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ ÓÚ‚Â-
ÒÚËfl ‚ ˝Í‡ÌÂ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ë  ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

èË ‚˚‚Ó‰Â ÙÓÏÛÎ˚ (6.107) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl.
1. èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝Í‡Ì‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒ-

ÎÓ‚ËflÏË äËı„ÓÙ‡. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‰ÓÎÊÂÌ
·˚Ú¸ ·ÓÎ¸¯Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚.

2. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ˝Í‡Ì‡ ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ
‰ÎËÌÛ ‚ÓÎÌ˚:

R > λ Ë R1 > λ.

3. ê‡ÒÒÚÓflÌËfl R Ë R1 ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ ·ÓÎ¸¯Â ‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl.
ùÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÙÛÌÍˆËË 1/rr1 ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (6.97)
Ì‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ 1/RR1, Ë ‚˚ÌÂÒÚË Â„Ó, ‡ Ú‡ÍÊÂ cosα, ËÁ-ÔÓ‰ ÁÌ‡Í‡
ËÌÚÂ„‡Î‡. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó Ï˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÎË ÙÛÌÍˆË˛ r + r1 Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÔÓÎËÌÓÏ‡ ‚ÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ξ Ë η, Ë
ÔÂÌÂ·Â„ÎË ˜ÎÂÌ‡ÏË ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡.

ë Û˜ÂÚÓÏ Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ ÚÛ‰ÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
(6.107) ÏÓÊÂÚ Ó·ÂÒÔÂ˜ËÚ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ‚·ÎËÁË ÓÚ‚ÂÒÚËfl ËÎË ÌÂ-
ÔÓÁ‡˜ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ˝Í‡Ì‡. àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.107) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÛ ‚ Î˛·ÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ Ò Ó‰Ë-
Ì‡ÍÓ‚ÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ C0dξ dη, ÌÓ Ò ‡ÁÌ˚ÏË Ù‡Á‡ÏË

    
k R R k f( ) ( , ).+ − +1

2

π ξ η (6.108)

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÒÂ ‚˚„Îfl‰ËÚ Ú‡Í, Í‡Í ÂÒÎË ·˚ Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚË S0 ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡Î ÔÎÓÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÚÓÓÈ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Ù‡Á˚, ÌÂ
Á‡‚ËÒÂÎ‡ ·˚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ξ Ë η. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ‚
(6.108) ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ËÁ-Á‡ ÏÌÓÊËÚÂÎfl C0, Í‡Í ˝ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚
(6.101).
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ê‡ÌÂÂ Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÍÓÌÒÚ-
ÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÎË ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ‚ÓÎÌ˚ ÔËıÓ‰flÚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl Ò ·ÎËÁÍËÏË Ù‡Á‡ÏË, ÚÓ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌ˚.
à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ù‡Á˚ ‚ÓÎÌ Á‡ÏÂÚÌÓ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ,
˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‚Á‡ËÏÌÓÏÛ „‡¯ÂÌË˛ ‚ÓÎÌ Ë  ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ËÏÂÂÚ
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯Û˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û.

èÓ˝ÚÓÏÛ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ  ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡-
Ì‡, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ·Û‰ÛÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl ÁÓÌ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚ÒÓÍËı
Ë ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌËÁÍËı ‡ÏÔÎËÚÛ‰, ÍÓÚÓ˚Â, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ
‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌÛ˛ Í‡ÚËÌÛ.

èÂÊ‰Â ˜ÂÏ ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ˝ÚÓ„Ó fl‚ÎÂÌËfl, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ù‡ÍÚÓ˚,
‚ÎËfl˛˘ËÂ Ì‡ Ù‡ÁÛ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ f(ξ, η), Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.104), ‚ ‚Ë‰Â

 f(ξ, η) = f1(ξ, η) + f2(ξ, η),  (6.109)

„‰Â

f1(ξ, η) = (l0 – l)ξ + (m0 – m)η (6.110)

Ë

    

f
R R

l m

R

l m

R
2

1

2 2 0 0
2

1

21
2

1 1( , ) ( ) .( ) ( )ξ η ξ η ξ η ξ η= + + − −









+ +











(6.111)

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.101), Ù‡Á‡ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ dS ‚
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ξ = 0, η = 0, ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
k R R( ) .+ −1

2

π

éÌ‡ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰Ó ÔÂ‚Ë˜ÌÓ-
„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl Ù‡Á‡ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ
dS, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË:

1) ‰ÎËÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ λ;
2) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ξ Ë η ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ dS;
3) ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.
ç‡ÔËÏÂ, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl R1 ‚ÎËflÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ Ì‡

ÙÛÌÍˆË˛ f2(ξ, η) ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚·ÎËÁË
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝Í‡Ì‡ S0 ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÔÎÓÒÍ‡fl, Ë ÓËÂÌÚ‡ˆËfl ÂÂ ÙÓÌÚ‡ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÒÚË S0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡Ô‡‚Îfl˛˘ËÏË ÍÓÒËÌÛÒ‡ÏË l0 Ë m0.
ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Ì‡ ÓÒË z, ÚÓ

l0 = m0 = 0.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÓÌÚ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ô‡‡ÎÎÂÎÂÌ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ˝Í‡Ì‡ Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÚÓË˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË  ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ Ù‡ÁÛ. é‰Ì‡ÍÓ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ù‡Á˚ ˝ÚËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Á‡‚ËÒflÚ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ξ Ë η ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. Ç·ÎËÁË Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌ‡ÏË ‚
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ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ë ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Ò ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛
ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ f1(ξ, η). é‰Ì‡ÍÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl   ξ η2 2+

ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ú‡ÍÊÂ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆË˛ f2(ξ, η).
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÍÓ„‰‡ Ó·‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl R Ë R1 ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸-

¯Â ‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË f(ξ, η) ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
ÔÂ‚˚Ï ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Ï: f1(ξ, η). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ,
ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙ‡ÍˆËÂÈ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡. èÂÊ‰Â, ˜ÂÏ ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í
‡ÒÒÏÓÚÂÌË˛ ÔËÏÂÓ‚, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘Ëı ˝ÚÓÚ ÚËÔ ‰ËÙ‡ÍˆËË, ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔË ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ·Â˜¸ ÙÛÌÍˆËÂÈ f2(ξ, η)
Ë Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ Ù‡Á‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ. àÁ ÙÓÏÛÎ˚
(6.107) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Á‡‰‡ÂÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ˜ÎÂÌ‡

    e ikf2 ( , )ξ η

Ö„Ó ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl Â‰ËÌËˆÂ, ÌÓ Ù‡Á‡ k f2(ξ, η)  ÏÓÊÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ·˚-
ÒÚÓ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÂÒÎË Ù‡Á‡ Ï‡Î‡, ÁÌ‡˜ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡ ·ÎËÁ-
ÍË Í Â‰ËÌËˆÂ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÛÒÎÓ‚ËÂ, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ÂÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÎËÌÂÈÌ˚È ˜ÎÂÌ ÙÛÌÍˆËË f(ξ, η) , ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

k f2(ξ, η) << 2π

ËÎË

    

1
2

1 1

1

2 2 0 0
2

1

2

2k
R R

l m

R

l m

R
+ + − − <<









+ +


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





( ) .( ) ( )ξ η πξ η ξ η (6.112)

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ:

(ab + cd)2 ≤ (a2 + c2)(b2 + d2). (6.113)

ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂÂÏ

2abcd ≤ b2a2 + a2d2

ËÎË

(ad – bc)2 ≥ 0.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

    ( ) ( )( )l m l m0 0
2

0
2

0
2 2 2ξ η ξ η+ ≤ + +

Ë

    ( ) ( )( ).l m l mξ η ξ η+ ≤ + +2 2 2 2 2

í‡Í Í‡Í ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ l0, l, m0 Ë m ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡˛Ú Â‰ËÌËˆ˚, ÌÂ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.112) ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl, ÂÒÎË

R1 >>   
  

ξ η

λ

2 2+  Ë R >>  
  

ξ η

λ

2 2+ . (6.114)



258

ùÚË ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÚÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl R Ë R1, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÁÏÂ ÔÎÓ˘‡‰ÍË
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl S0, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ î‡ÛÌ-
„ÓÙÂ‡. Ñ‡ÌÌ˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒıÓÊË Ò ÛÒÎÓ‚ËflÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 1.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‚‡ ÔËÏÂ‡, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘ËÂ ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ‚ ÛÍ‡Á‡Ì-
ÌÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË.

èËÏÂ 1: ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌ‡fl Í‡ÚËÌ‡ ‰Îfl ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl

èÛÒÚ¸ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÒÓ ÒÚÓÓÌ‡ÏË 2a Ë 2b, Í‡Í
ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.6, ‡. éÒË x Ë y ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ô‡‡Î-
ÎÂÎ¸Ì˚ ÒÚÓÓÌ‡Ï ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡, ‡ ÂÂ Ì‡˜‡ÎÓ O ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÓ ‚ ˆÂÌÚÂ
ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÓÒ¸ z ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡ ˝Í‡ÌÛ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
Ì‡ ‚ÌÛÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ V. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓ-
ÎÓÊÂÌ Ì‡ ÓÒË z, Ú.Â.

l0 = x0/R1 = 0 Ë m0 = y0/R1 = 0.

íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.107) ËÏÂÂÏ

U(p) = C0N, (6.115)

„‰Â

    
N d dik l m

b

b

a

a

= − +

−−
∫∫ ξ ηξ ηe ( ) (6.116)

êËÒ. 6.6.  éÚ‚ÂÒÚËÂ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (‡); ÙÛÌÍˆËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË F(·); ‰ËÙ‡ÍˆË-
ÓÌÌ‡fl Í‡ÚËÌ‡ ‰Îfl ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl (‚); ˝Í‡Ì Ò ÍÛ„Î˚Ï ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ („)
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ËÎË

    
N d dikl ikm

b

b

a

a

= − −

−−
∫∫ e eξ ηξ η.

á‰ÂÒ¸

l = x/R Ë m = y/R, (6.117)

x Ë y Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, Ë

    R x y z= + +2 2 2 . (6.118)

 àÌÚÂ„‡Î˚ (‚ ‚˚‡ÊÂÌËflı) (6.116) fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡·ÎË˜Ì˚ÏË Ë

    
e e e sinikl

a

a
ikla iklad kla

ikl kl

ξ ξ = − =
−

−∫
1 2( ) .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ,

    
e sinikm

b

b

d kmb
km

η η =
−
∫

2 .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
N S kla

kla

kmb

kmb
= 
















0

sin sin , (6.119)

„‰Â

S0 = 4 a b (6.120)

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓ˘‡‰¸˛ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ U2, ‚‚Â‰ÂÏ, Í‡Í Ë ‡-

ÌÂÂ, ÙÛÌÍˆË˛ I:

I = U2 = I0 F, (6.121)

„‰Â

    I C S0 0
2

0
2= , 

    
C A i

RR
0

1
= − cosα

λ
(6.122)

Ë

    
F N kla

kla

kmb

kmb
= 


















2
2 2

sin sin . (6.123)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, Í‡Í ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ÙÛÌÍˆËfl I ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ì‡ ÓÒË z. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â x = 0, y = 0 Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

l = 0 Ë m = 0.
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èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

    
lim sin
x

x

x→
=

0
1,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

F = 1 Ë I = I0. (6.124)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.122) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË I
‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Í‚‡‰‡ÚÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú O.

àÁÛ˜ËÏ ÚÂÔÂ¸, Í‡Í ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ÙÛÌÍˆËfl F Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË

z = d,

Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÈ ˝Í‡ÌÛ.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÓÙËÎ¸ y = 0, m = 0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

    
F N kla

kla
= 2 sin 2

( )
, (6.125)

„‰Â

    
l x

x d
=

+2 2
(6.126)

èË ËÁÛ˜ÂÌËË ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ÔÂ‚Ë˜Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË,
Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ÚÓÈ ÊÂ Ò‡ÏÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ F(u), ˜ÚÓ ÒÌÓ‚‡ ÓÚÓ·‡ÊÂÌÓ (ÒÏ.
ËÒ. 6.6, ·).

ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÓÒË z ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÒÌ‡˜‡Î‡ Ô‡‰‡ÂÚ, ‡ Á‡ÚÂÏ
Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸ ÔË ÁÌ‡˜ÂÌËË ‡„ÛÏÂÌÚ‡

k l a = ±π n, (6.127)

„‰Â n – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÚÓ˜ÂÍ x1, x2, x3,... ‚ ÍÓÚÓ˚ı

ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl ‚ÚÓË˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ ËÏÂÂÚ ‰ÂÒÚÛÍÚË‚Ì˚È ı‡‡ÍÚÂ Ë ÂÁÛÎ¸ÚË-
Û˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ. åÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÚÓ˜Í‡ÏË ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚
ÙÛÌÍˆËË F, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

      
′ = =











′

F sin 2 u

u2
0

ËÎË

u = tan u (6.128)

á‰ÂÒ¸

u = k l a.

ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ Ú‡·Î. 1, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ u ÍÓÌË ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‡ÒËÏÔÚÓÚË-
˜ÂÒÍË ÒÚÂÏflÚÒfl Í
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u = 
    

2n + 1

2
π. (6.129)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (6.129) ‚ (6.125), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚

    
F

n
max ≈

+

4

2 12 2π ( )
. (6.130)

èÓıÓÊÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË y, „‰Â

    
I I kmb

kmb
= 0 2

sin 2

( )

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˜ÂÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ Ë ÏËÌËÏÛÏÓ‚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ú‡ÍÊÂ
‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚ı ÔÓ‰ Û„ÎÓÏ Í ÓÒflÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Ó‰Ì‡ÍÓ Ú‡ÍËÂ
Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚ „Ó‡Á‰Ó ÒÎ‡·ÂÂ, ˜ÂÏ ÚÂ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒÂÈ x Ë y.
èË˜ËÌÓÈ ˝ÚÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË F ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÙÓ-
ÏÛÎÂ (6.123) ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı Ï‡Î˚ı ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ.

 ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x ÎË·Ó y Ô‡‡ÏÂÚ˚ l Ë
m ÒÚÂÏflÚÒfl Í Â‰ËÌËˆÂ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ï˚ ËÏÂÂÏ

    
F ka

ka
→ sin 2

( )2
 ËÎË 

    
F kb

kb
→ sin 2

( )
.

2

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.123) ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı

kla = π n Ë klb = π n,

„‰Â n – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÙÛÌÍˆËfl I Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. ùÚË ‰‚‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ôfl-
Ï˚ı Ó·‡ÁÛ˛Ú ÒËÒÚÂÏÛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓÈ Ì‡·Î˛-
‰‡˛ÚÒfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚ ‡ÁÎË˜ÌÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË (ËÒ. 6.6, ‚). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚
ÒËÎÛ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ Ë ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ ÔflÏÓ-
Û„ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ z = d ËÏÂÂÚ Â„ÛÎflÌ˚È, ıÓÚfl Ë ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ
ÒÎÓÊÌ˚È ı‡‡ÍÚÂ, ÍÓÚÓ˚È fl‚ÎflÂÚÒfl flÍÓÈ ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËÂÈ fl‚ÎÂÌËfl ‰ËÙ‡Í-
ˆËË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸, Í‡Í Ì‡ ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌÛ˛ Í‡ÚËÌÛ ‚ÎËfl˛Ú ‡ÁÏÂ˚ ÓÚ-
‚ÂÒÚËfl Ë ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ (6.126) – (6.127), ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
ÌÛÎÂÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

    

kxa

x d
n

2 2+
= ±π

í Ä Å ã à ñ Ä  1 

u sin2 u/u2

0 1

1,430π = 4,493 0,04718
2,459π = 7,725 0,01648
3,470π = 10,90 0,00834
4,479π = 14,07 0,00503
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ËÎË

    

x n
d

k a n
= ±

−2 2 2 2 1/
.

π

èÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛

k a >> π n,

Ï˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ

xn = ± π n d/k a, ÂÒÎË y = 0. (6.131)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ,

yn = ± π n d/k b, ÂÒÎË x = 0. (6.132)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ÔÎÓ˘‡‰¸, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ
Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌ‡fl Í‡ÚËÌ‡, Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. íÓ ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÔÓËÒıÓ-
‰ËÚ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl d ÓÚ ˝Í‡Ì‡.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÚÓË˜Ì˚Â Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚
ÒÚÂÏflÚÒfl Í „Î‡‚ÌÓÏÛ. é‰Ì‡ÍÓ, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.114), ‚ ÔË-
·ÎËÊÂÌËË î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ ˜‡ÒÚÓÚÛ ÌÂÎ¸Áfl Û‚ÂÎË˜Ë‚‡Ú¸ ‰Ó ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. ùÚÓ
Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó Ï˚ Ó·ÒÛ‰ËÏ ÔÓÁÊÂ.

àÌÚÂÂÒÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸ ‡ÁÏÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Á‡ÌflÚÓÈ ÔÂ‚˚Ï
Ï‡ÍÒËÏÛÏÓÏ. àÁ (6.131) – (6.132) ËÏÂÂÏ

x1 = πd/ka Ë y1 = πd/kb

ËÎË

x1 = λd/2a Ë y1 = λd/2b. (6.133)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

λ <<    2a Ë  λ <<    2b,

‡ÁÏÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÔÎÓ˘‡‰ÍË „Ó‡Á‰Ó ÏÂÌ¸¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl d, Ó‰Ì‡ÍÓ ÓÌ
ÏÓÊÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡Ú¸ ‡ÁÏÂ˚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl.

èËÏÂ 2: ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌ‡fl Í‡ÚËÌ‡
‰Îfl ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‚ ÙÓÏÂ ÍÛ„‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ËÏÂÂÚ ÙÓÏÛ ÍÛ„‡ ‡‰ËÛÒ‡ a
(ËÒ. 6.6, „). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‰Ó·ÌÓ ‚‚ÂÒÚË ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú:

ξ = ρ cos θ Ë η = ρ sin θ. (6.134)

è‡‡ÏÂÚ˚ l Ë m, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p, Ú‡ÍÊÂ
Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

l = s cos ϕ Ë m = s sin ϕ,
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ì˜ËÚ˚‚‡fl  (6.110), ‚ÏÂÒÚÓ (6.107) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
U ( ) .( )p C d dik s

a

= − −∫∫0
0

2

0

e cosρ θ ϕ
π

ρ ρ θ (6.135)

àÁ ÚÂÓËË ÙÛÌÍˆËÈ ÅÂÒÒÂÎfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:

    
J x dn

n
ix ini( ) .=

−
− −∫2

0

2

π

α
π

α αe ecos

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,

    
J x d dix ix

0

0

2

0

2
1

2

1

2
( ) .= =− −∫ ∫π π

α
π

α
π

α αRe e Re ecos cos (6.136)

ë‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.135) Ë (6.136) ‰‡ÂÚ

U(p) = 2π C0

    
J ks d

a

0

0

( )ρ ρ ρ∫

ËÎË

U(p) =
    

2 0
2 0

0

πC

ks
yJ y dy

ksa

( )
( ) .∫ (6.137)

ÑÎfl ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ÛÔÓ˘ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÂÍÛÂÌÚÌÓÂ ÒÓ-
ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

    
d

dx
x J x x J x[ ( )] ( ).1 0=

àÌÚÂ„ËÛfl Ó·Â ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
x J x yJ y dy

x

1 0

0

( ) ( ) .= ∫ (6.138)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÏÂÒÚÓ (6.137), ËÏÂÂÏ

U(p) =
    

2 0
2

πC

ks( )
 k s a J1(k s a)

Ë

U(p) = C0S0
    

2 1J ksa

ksa

( )
, (6.139)

„‰Â S0 = π a2 – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÍÛ„‡.
éÚÒ˛‰‡ ÙÛÌÍˆË˛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í
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I I F I J ksa

ksa
= = 







0 0

1
2

2 ( ) , (6.140)

„‰Â

    I C S0 0
2

0
2=  Ë 

    
F J ksa

ksa
= 









2 1
2

( ) .

Ç˚‡ÊÂÌËÂ (6.140) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛
ùÈË ‚ ‰Â‚flÚÌ‡‰ˆ‡ÚÓÏ ‚ÂÍÂ.

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË F(ksa) ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.7, ‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÓÌÓ
ÔÓıÓÊÂ Ì‡ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË F, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÒÎÛ˜‡˛ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓ„Ó
ÓÚ‚ÂÒÚËfl. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,

êËÒ. 6.7.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË  F(‡); ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌ‡fl Í‡ÚËÌ‡ ‰Îfl ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl
(·); „ÂÓÏÂÚËfl ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â λ → 0 (‚); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ‰ËÙ‡ÍˆËË îÂÌÂÎfl
(„)
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    s l m r R= + =2 2 / . (6.141)

Ç Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡ ÓÒË z ÙÛÌÍˆËfl F ËÏÂÂÚ „Î‡‚Ì˚È Ï‡ÍÒËÏÛÏ, ‡‚Ì˚È Â‰Ë-
ÌËˆÂ. Ñ‡ÎÂÂ, Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚflı Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ˝Í‡ÌÛ, ÙÛÌÍˆËfl I ·˚ÒÚÓ ÛÏÂÌ¸-
¯‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl r, ‡ Á‡ÚÂÏ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ÍÓÎ¸ˆÂ‚˚Â ÁÓÌ˚
‡ÁÌÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË.

èÓÎÓÊÂÌËÂ ÌÛÎÂÈ ÙÛÌÍˆËË I ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

J1(ksa) = 0. (6.142)

áÌ‡˜ÂÌËfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÂ‚˚ı Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ Ë ÏËÌËÏÛÏÓ‚ ÙÛÌÍˆËË F ÔË‚Ó-
‰flÚÒfl ‚ Ú‡·Î. 2.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
r

R
ka ksa= ,

ËÁ Ú‡·Î. 2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡‰ËÛÒ˚ ÍÓÎÂˆ Ò ÌÛÎÂ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË
‡‚Ì˚

    

r
R a

( )
, ,

1
0 61= λ  

    

r
R a

( )
, ,

2
1116= λ  

    

r
R a

( )
, ,

3
1 619= λ   ... (6.143)

ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡„ÛÏÂÌÚ‡ ksa, ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ ÅÂÒÒÂÎfl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡ÒËÏÔ-
ÚÓÚË˜ÂÒÍËÏ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡ÏË Ò Á‡ÚÛı‡˛˘ËÏË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË. èÓ˝ÚÓ-
ÏÛ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ˝ÚËı ‡‰ËÛÒÓ‚ r/R ÒÚÂÏËÚÒfl Í λ/2a. ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÔË-
ÏÂÂ, ‡ÁÏÂ ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌÓÈ Í‡ÚËÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡ÎÂÌ ‡‰ËÛÒÛ
ÓÚ‚ÂÒÚËfl.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò (6.143), Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ¯ËËÌ‡ ÁÓÌ˚
„Î‡‚ÌÓ„Ó Ë ‚ÚÓË˜Ì˚ı Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â, Ë ÓÌË ÔË·ÎËÊ‡˛ÚÒfl
‰Û„ Í ‰Û„Û. Ç ÔÂ‰ÂÎÂ, ÔË λ → 0, ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.143) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂÌ-
ÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ‚Ò˛‰Û, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÓÒË z, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. äÓÌÂ˜ÌÓ,
˝ÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÍ‡Á˚-
‚‡˛Ú, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ˜ÚÓ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÏ ÔÂ‰ÂÎÂ      
(λ → 0) ‚ÓÎÌ˚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÌÛÒ‡, ‚Â¯ËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ËÒÚÓ˜ÌËÍÂ, ‡ Â„Ó „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ
Í‡È ÓÚ‚ÂÒÚËfl (ËÒ. 6.7, ‚).

ç‡¯Â ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ ÔËÏÂ-

 í Ä Å ã à ñ Ä  2 

ksa F

0 1 max

1,220π = 3,833 0 min
1,635π = 5,136 0,0175 max
2,223π = 7,016 0 min
2,679π = 8,417 0,0042 max
3,238π = 10,174 0 min
3,699π = 11,620 0,0016 max
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ÌËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ˜‡ÒÚÓÚ. ë Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, „‡ÌË˜Ì˚Â
ÛÒÎÓ‚Ëfl äËı„ÓÙ‡ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸, ÚÓÎ¸ÍÓ ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÏÂÌ¸¯Â
‡ÁÏÂÓ‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl. ùÚÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÂıÌËÈ ÔÂ‰ÂÎ ‰Îfl ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ. ë
‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÌËÊÌ˛˛ „‡ÌËˆÛ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ÏÓÊÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸ ËÁ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËfl (6.114), ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘Â„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËÂ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡. èÓÎ‡„‡fl, Ì‡ÔË-
ÏÂ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.114) ÏÓÊÌÓ
Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

R >> a2/λ ËÎË R/a >> a/λ. (6.144)

äÓÏ·ËÌËÛfl ˝ÚË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ Ò ÔÂ‚˚Ï ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.143), ÔÓÎÛ˜ËÏ

r(1)/a >>    1, (6.145)

Ú.Â. ÔË ‰ÎËÌ‡ı ‚ÓÎÌ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÔË·ÎËÊÂÌË˛ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡, ‡‰ËÛÒ
„Î‡‚ÌÓ„Ó Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ‡‰ËÛÒ ‰ËÒÍ‡ a. á‡ÏÂÚËÏ, Ú‡Í-
ÊÂ, ˜ÚÓ ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, ÍÓÌË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸ (ËÒ. 6.7, ‚) ‚˚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡‰ËÛÒ‡
a. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, „‡ÌËˆ‡ „Î‡‚ÌÓÈ ÁÓÌ˚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‰‡ÎÂÍÓ Á‡ ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË
˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ë ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÒÎÛ˜‡È (λ → 0) ÌÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl.

óÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌÓÈ Í‡ÚËÌ˚ Ì‡ ÏÂÌ¸¯Ëı ‰ÎËÌ‡ı
‚ÓÎÌ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ, ÎË·Ó ˜ËÒÎÂÌÌÓ
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.97).

ÑàîêÄäñàü îêÖçÖãü

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‰ËÙ‡ÍˆËÂÈ îÂ-
ÌÂÎfl Ë ÔË ÍÓÚÓÓÏ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÙÛÌÍˆËfl f(ξ, η) Á‡-
ÏÂÌflÂÚÒfl ÔÂ‚˚ÏË ‰‚ÛÏfl ˜ÎÂÌ‡ÏË ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËË (6.109). ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ù‡Á˚ ‚ÚÓË˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË S0. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Ï, Ó‰Ì‡ÍÓ
ÓÌ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ËÁÛ˜‡Ú¸ ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ‚ ·ÓÎÂÂ ·ÎËÁÍËı Í ˝Í‡ÌÛ ÚÓ˜Í‡ı Ë ÔË
ÏÂÌ¸¯Ëı ‰ÎËÌ‡ı ‚ÓÎÌ.

èÂÂÔË¯ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.107) ‚ ‚Ë‰Â

U(p) = B(C + iS), (6.146)

„‰Â

    
B A i

RR

ik R R
= −

+cos eα

λ

( )1

1
(6.147)

Ë

    

C k f d d
S

= ∫ cos[ ( , )] ,ξ η ξ η
0

(6.148)

    

S k f d d
S

= ∫ sin[ ( , )] .ξ η ξ η
0
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ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S0 ÔÎÓÒÍ‡fl, ‡ ÚÓ˜ÍË p Ë p0

Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ. èÛÒÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ÓÒ¸ x ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË,
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ÔflÏÓÈ pp0 Ë ÓÒ¸˛ z (ËÒ. 6.7, „). íÓ„‰‡, Í‡Í ˝ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ
ÙÓÏÛÎ˚ (6.103),

l0 = l Ë m0 = m

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÎËÌÂÈÌ˚Â ˜ÎÂÌ˚ ÙÛÌÍˆËË f(ξ, η) Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. ä‡Í
‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 6.7, „,

l = l0 sin δ, m = m0 = 0, n = n0 cos δ, (6.149)

„‰Â δ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔflÏÓÈ pp0 Ë ÓÒ¸˛ z.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË

f(ξ, η) = f2(ξ, η),

ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÈÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.111), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
f

R R R R
( , ) ( )ξ η ξ η ξ δ= +







 + − +



















1

2

1 1 1 1

1

2 2

1

2sin2

ËÎË

    
f

R R
( , ) ( ).ξ η ξ δ η= +







 +1

2

1 1

1

2 2cos2 (6.150)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ËÌÚÂ„‡Î˚ C Ë S Á‡ÔËÒ˚-
‚‡˛ÚÒfl Í‡Í

    

C d d
R R

S

= +






 +









∫ cos cos2π

λ
ξ δ η ξ η1 1

1

2 2

0

( )

Ë (6.151)

    

S d d
R R

S

= +






 +









∫ sin cos2π

λ
ξ δ η ξ η1 1

1

2 2

0

( ) .

óÚÓ·˚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ËÁÛ˜ÂÌËÂ ‰ËÙ‡ÍˆËË ‚ Ó‰ÌÓÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓÏ, ÌÓ
ËÌÚÂÂÒÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, Ï˚ ‚‚Â‰ÂÏ ÌÓ‚˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â

      

π π
λ

ξ δ
2

1 12

1

2u = +










R R
cos2

Ë (6.152)

      

π π

λ
η

2

1 12

1

2v = +








R R
.

éÚÒ˛‰‡
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u
    
= 





+2 1 1

1λ
ξ δ

R R
cos

Ë (6.153)

      
v = 





+2 1 1

1λ
η

R R
.

Ç˚ÔÓÎÌflfl ÓÔÂ‡ˆË˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ

du
    
= 





+2 1 1

1λ
δ ξ

R R
dcos ,

      
dv = 





+2 1 1

1λ
η

R R
d

Ë

        

d d d d

R R

ξ η λ

δ

=
+











2 1 1

1

u v

cos

. (6.154)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.153) – (6.154) ‚ ÙÓÏÛÎÛ (6.151) ‰‡ÂÚ

        
C b d d

S

= +



∫ cos π

2

2 2

1

( )u uv v

Ë (6.155)

        
S b d d

S

= +



∫ sin ,π

2

2 2

1

( )u uv v

„‰Â

    

b

R R

=
+











λ

δ2 1 1

1
cos

(6.156)

‡ S1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÌÓ‚Û˛ ÔÎÓ˘‡‰¸ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú u Ë
v.

Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ÛÔÓ˘ÂÌËfl ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S1 fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌËÍÓÏ ÒÓ ÒÚÓÓÌ‡ÏË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚Ï ÓÒflÏ u
Ë v. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl Ï˚ ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡

      
cos cos cos sin sinπ π π π π

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2( ) ,u u u+




= 










− 











v v v

      
sin sin cos sin cosπ π π π π

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2( ) .u u u+




= 










+ 











v v v
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àçíÖÉêÄãõ îêÖçÖãü

ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ‚˚‡ÁËÚ¸ ÙÛÌÍˆËË C Ë S ‚ (6.155)
˜ÂÂÁ ËÌÚÂ„‡Î˚ îÂÌÂÎfl

    
L d( )γ τ τπ

γ

= 



∫ cos

2

2

0

Ë (6.157)

    
N d( ) ,γ τ τπ

γ

= 



∫ sin

2

2

0

ÍÓÚÓ˚Â ÏÓÊÌÓ ˜‡ÒÚÓ ‚ÒÚÂÚËÚ¸ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı Á‡‰‡˜‡ı, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò ‰ËÙ‡Í-
ˆËÂÈ.

é·Â ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË, Ú‡ÍÊÂ Í‡Í Ë ÙÛÌÍˆËË ÅÂÒÒÂÎfl Ë ãÂÊ‡Ì‰‡,
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔËÏÂ‡ÏË ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. éÔË¯ÂÏ Í‡ÚÍÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ
Ëı Ò‚ÓÈÒÚ‚.

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ‡ÁÎ‡„‡fl Ëı ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ ÒÚÂÔÂÌÌ˚Â fl-
‰˚ Ë ËÌÚÂ„ËÛfl Á‡ÚÂÏ Í‡Ê‰˚È ËÁ ˜ÎÂÌÓ‚ fl‰‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
L( ) ...

! !
γ γ γ γπ π= − 




+ 




+













1 1

2 5

1

4 9

2
2

2
4

2 2

Ë

    
N ( ) ... .

! ! !
γ γ γ γ γπ π π= 




− 




+ 




+













1

1 3

1

3 7

1

5 11

2
2

2
3

2
5

2 2 2

ãÂ„ÍÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚Â fl‰˚ ÒıÓ‰flÚÒfl ÔË Î˛·ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË γ , Ó‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl
‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ˆÂÎÂÈ Ëı Û‰Ó·ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸, ÍÓ„‰‡ γ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡ÎÓ.

ÖÒÎË ÁÌ‡˜ÂÌËÂ γ ‚ÂÎËÍÓ, Ó·‡ ËÌÚÂ„‡Î‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚ fl‰ ÔÓ ÒÚÂÔÂ-
ÌflÏ ‚ÂÎË˜ËÌ˚, Ó·‡ÚÌÓÈ γ.

ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÙÛÌÍˆË˛ L Í‡Í

L(γ) = L(∞) – L1, (6.158)

„‰Â

    
L d1

2= 





∞

∫
1

2
sin

πτ

π τ
γ

. (6.159)

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ‰‡ÂÚ

    

L d d1

2

2
2

2

2 3
21 1 1 1= + = − −

































∞

∞ ∞

∫ ∫
sin

2
2

sin
2

2
sin cos

π τ

πτ π τ

π
π γ

πγ π τ

π

γ
γ γ

τ τ τ .
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
L L d( ) ( ) .γ γ τ

πγ

π

π τ

π

γ

= ∞ + 




+ 





∞

∫
1

2

1

2
sin cos2

2 3
2

ëÌÓ‚‡ ‚˚ÔÓÎÌflfl ÓÔÂ‡ˆËË ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‚ fl‰ Ë ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
L L P Q( ) ( ) ( )γ γ γ γ γ

πγ

π π= ∞ − 




− 











1

2 2
( )cos sin ,2 2 (6.160)

„‰Â

    

P( ) ...
( ) ( )

γ
πγ πγ πγ

= − + −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1 1 3 5 1 3 5 7 9
2 2 3 2 5

Ë (6.161)

    

Q( ) ...
( ) ( )

γ
πγ πγ

= − + −⋅ ⋅ ⋅ ⋅1 1 3 1 3 5 7
2 2 2 4

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË ËÏÂÂÏ

    
N N P Q( ) ( ) ( )γ γ γ γ γ

πγ

π π= ∞ − 




+ 











1

2 2
( )sin cos .2 2 (6.162)

íÂÔÂ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ì‡ÈÚË ÁÌ‡˜ÂÌËfl ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ L(∞) Ë N(∞). óÚÓ·˚ Â¯ËÚ¸
˝ÚÛ Á‡‰‡˜Û, ÒÓÒÚ‡‚ËÏ ÒÛÏÏÛ

    
L iN d i d( ) ( )∞ + ∞ = 





+ 





∞ ∞

∫ ∫cos sin
2 2

π πτ τ τ τ2

0

2

0

ËÎË

    
L iN d

i

( ) ( ) .∞ + ∞ =








∞

∫ e 2
π τ

τ
2

0

(6.163)

èÓÎ‡„‡fl

    
α π= i

2
,

Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓÏÛ ËÌÚÂ„‡ÎÛ ã‡ÔÎ‡Ò‡

    
e−

∞

∫ =ατ τ π

α

2

0

1

2
d ,

éÚÒ˛‰‡

    
L iN

i

i( ) ( ) .∞ + ∞ = = =
−

1

2

1

2

2

2

π

α
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
i i= +1

2
1( ),

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    L iN i( ) ( ) ( ) / .∞ + ∞ = +1 2

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌÚÂ„‡Î˚ îÛ¸Â ‡‚Ìfl˛ÚÒfl

L(∞) = 1/2 Ë N(∞) = 1/2. (6.164)

‡ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı γ  ˝ÚË ËÌÚÂ„‡Î˚ ÏÓÊÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸, ‚ÓÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ ÙÓÏÛÎ‡ÏË (6.160) – (6.161). Ç˚‡ÊÂÌËfl (6.161) fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÚËÔË˜Ì˚ÏË ÔËÏÂ‡ÏË ‡ÒıÓ‰fl˘ËıÒfl (‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËı) fl‰Ó‚, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ
˜ËÒÎÓ ˜ÎÂÌÓ‚ ÍÓÚÓ˚ı Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÛ˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸, Ó‰Ì‡ÍÓ ‰‡Î¸ÌÂÈ-
¯ÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ˜ËÒÎ‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ fl‰‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛
Ó¯Ë·ÍË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË.

ç‡ Ô‡ÍÚËÍÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ Í‡Í ‚ ÒÚÂÔÂÌÌÓÈ, Ú‡Í Ë ‚ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÈ fl‰
ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓˆÂÌËÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î˚ îÛ¸Â Ò ıÓÓ¯ÂÈ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛.

éÚÏÂÚËÏ Â˘Â Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ, ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ËÁ Ëı
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (6.157), ‡ ËÏÂÌÌÓ

L(γ) = –L(–γ) Ë N(γ) = –N(–γ). (6.165)

ÑàîêÄäñàü îêÖçÖãü çÄ èêüåéãàçÖâçéå äêÄÖ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ˝Í‡ÌÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ Ë ÓÒË x
Ë z ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ˚ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ Í‡˛ ˝Í‡Ì‡. èÂ‚Ë˜-
Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ë ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ ÓÒË z, ‡ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ì‡˜‡Î‡
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ x ÓÚ Í‡fl ˝Í‡Ì‡ (ËÒ. 6.8, ‡). ç‡-
¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸, Í‡Í ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ÙÛÌÍˆËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒ-
ÚË I ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı x.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ó·Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ξ Ë η ÚÓ˜ÂÍ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚ Ó·Î‡ÒÚË
ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı

–∞ < ξ < x Ë –∞ < η < ∞

Ë, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (6.153),

–∞ < u < γ, –∞ < v < ∞,

„‰Â

    
γ δ

λ
= 





+2 1 1

1R R
x cos (6.166)

‡ δ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔflÏÓÈ pp0 Ë ÓÒ¸˛ z. Ç ‰‡ÌÌÓÏ ˜‡ÒÚÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â   
δ = 0.

àÌÚÂ„‡Î˚ C Ë S Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í
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C b d d= 










− 















−∞ −∞

∞

∫ ∫
γ

π π π πu u ucos cos sin cos
2 2 2 2

2 2 2 2v v v (6.167)

Ë

        
S b d d= 










+ 















−∞ −∞

∞

∫ ∫
γ

π π π πu u usin cos cos cos
2 2 2 2

2 2 2 2v v v

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË (6.164) – (6.165), ËÏÂÂÏ

    
cos

2

π τ τ γ
γ γ

2

0

0
1

2







= + = +
−∞ −∞
∫ ∫∫d L( ) (6.168)

Ë

    
cos

2

π τ τ2 1





=
−∞

∞

∫ d .

êËÒ. 6.8.  èÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓÎÛ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓ„Ó ˝Í‡Ì‡ (‡); ÓÒ‚Â˘ÂÌÌ‡fl ÁÓÌ‡ Ë
ÁÓÌ‡ ÚÂÌË; ‚ÚÓË˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË (·);
‰ËÙ‡ÍˆËfl îÂÌÂÎfl Ì‡ ÔflÏÓÏ Û„ÎÂ
(‚)
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í‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
sin

2

π τ τ γ
γ

2 1

2







= +
−∞
∫ d N ( ),

    
sin

2

π τ τ2 1





=
−∞

∞

∫ d .

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.167) Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÚÂÔÂ¸ Í‡Í

    
C b L N= +




− +











1

2

1

2
( ) ( )γ γ

Ë

    
S b L N= +




+ +











1

2

1

2
( ) ( )γ γ .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ‚‰ÓÎ¸ ÔÓÎÛÔÎÓÒÍÓÒÚË Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ‚˚˜ËÒÎÂ-
ÌË˛ ÙÛÌÍˆËÈ îÂÌÂÎfl. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.146), ÙÛÌÍˆËfl ËÌÚÂÌÒË‚-
ÌÓÒÚË ‡‚ÌflÂÚÒfl

I = B2(C2 + S2)

ËÎË

I = I0F,

„‰Â

I0 = 4b2B2

Ë

    
F L N= +




+ +

















1

2

1

2

2 2

( ) ( )γ γ . (6.170)

èÓÒÎÂ‰Ìflfl ÙÓÏÛÎ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û,  ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘Û˛ ‚ÓÎÌÛ, ‚˚-
Á‚‡ÌÌÛ˛ ÔÂ‚Ë˜Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, Í‡Í
ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.8, ·. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÚÓË˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡-
ÍÓ‚˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë Ù‡Á˚.

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË I/I0 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 6.8, ‚ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl flÍÓÈ ‰ÂÏÓÌ-
ÒÚ‡ˆËÂÈ ˝ÙÙÂÍÚ‡ ‰ËÙ‡ÍˆËË. á‡ÏÂÚËÏ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÚÓ˜Í‡ Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl p1 Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ “ÓÒ‚Â˘ÂÌÌÓÈ” ÁÓÌÂ, ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ
Í‡fl ˝Í‡Ì‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ I/I0 ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÒÚÂÏËÚÒfl Í Â‰ËÌËˆÂ, ıÓÚfl Ë ÓÒ-
ˆËÎÎËÛ˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ.

Ç ÚÓ˜ÍÂ p2, ÓÚÌÓÒfl˘ÂÈÒfl Í Í‡˛ ˝Í‡Ì‡, ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl

I/I0 = 0,25.



274

ëÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‰Û„‡fl Í‡ÚËÌ‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ ÁÓÌÂ “ÚÂÌË”, „‰Â ÔÓ ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜Â-
ÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ p3 Ë Í‡ÂÏ ˝Í‡Ì‡ ÙÛÌÍˆËfl I/I0 ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.166), Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚
ÔÂÂıÓ‰Ì‡fl ÁÓÌ‡ ÏÂÊ‰Û “ÓÒ‚Â˘ÂÌÌÓÈ” Ë “ÚÂÌÂ‚ÓÈ” ÁÓÌ‡ÏË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚ÒÂ ÛÊÂ,
Ë ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ ÂÂ ¯ËËÌ‡ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛. ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡
ÚÓ ˜ÚÓ ÚÂÓËfl äËı„ÓÙ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚ‚ÂÒÚËfl ÍÓÌÂ˜Ì˚ı
‡ÁÏÂÓ‚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â Á‰ÂÒ¸ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ıÓÓ¯ÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚ËË Ò ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË.

6.5. îéêåìãÄ ÉÖãúåÉéãúñÄ – äàêïÉéîÄ

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ‚˚‚ÂÎË ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, ÍÓÚÓ‡fl ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ Ò‚flÁ¸
ÏÂÊ‰Û ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÌÂÍÓÚÓ-
ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V Ë ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË U Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ∂U/∂n
Ì‡ ÔÓ‚Â ıÌÓÒÚË S ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ (ËÒ. 6.3, a). ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.61) ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      
U UU( ) ( , ) ,( , )p g dS

ikR ikR

S R
g
n n R

= −


















∫

1
4π

∂ ω

∂
∂
∂

ωe  e (6.171)

„‰Â R – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p Ë ÚÓ˜ÍÓÈ g, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ
Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ‡ Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ n Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚Ó ‚ÌÂ¯Ì˛˛ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ
Ó·˙ÂÏ‡.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ÚÓ˜Í‡ p ÎÂÊËÚ ‚ÌÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ÚÓ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡
V ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, Ë ËÌÚÂ„‡Î ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (6.171) Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚
ÌÛÎ¸:

U( p) = 0. (6.172)

ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.171) Ë„‡ÂÚ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚
ËÁÛ˜ÂÌËË ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‰ËÙ‡ÍˆËË ‚ÓÎÌ.

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ÔÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÙÓÏÛÎ˚ (6.171) – (6.172) ÏÓÊÌÓ
Ú‡ÍÊÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸, ‚Ó-ÔÂ‚˚ı, ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‚
ÒÎÛ˜‡Â ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı  ‚ÓÎÌ Ë, ‚Ó-‚ÚÓ˚ı, Í‡Í ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ
ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡ – îÂÌÂÎfl.

îéêåìãÄ äàêïÉéîÄ

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÂ‚ÓÈ ËÁ ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ËÌÚÂ„‡Î îÛ¸Â:

      
U p t p di t( , ) ( , )  e= −

−∞

∞

∫
1

2π
ω ωωU . (6.173)

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ, ÒÚÓfl˘ËÈ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı ÔÓ‰˚Ì-
ÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.171). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ
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U UU( , ) ( , )( , )p g

ikR
ikR

S R
g
n n R

  ee  ω ω
π

∂ ω

∂
∂
∂

= − −


∫

1
4

1

      
− 


U( , ) .g dSik

R
R
n

ikR eω ∂

∂
(6.174)

Ñ‡ÎÂÂ, ÔËÏÂÌflfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ îÛ¸Â Ë ÏÂÌflfl ÔÓfl‰ÓÍ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚
Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.174) , ËÏÂÂÏ

      

U U( , ) ( , ) ( / )p d di t i t R c

S R
g
n

 e e ω ω ωω ω

π

∂ ω

∂
−

−∞

∞
− −

−∞

∞

∫ ∫∫= −






1
4

1

      

− −− −

−∞

∞
− −

−∞

∞

∫ ∫






U U( , ) ( , ) .( / ) ( / )g d i g d dSi t R c i t R c

n R R
R
n c

 e  eω ω ω ωω ω∂
∂

∂
∂

ω1 1 (6.175)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.173) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

      

∂
∂ π

ω ω ωωU
t

i p di t= − −

−∞

∞

∫
1

2
( ) ( , ) .U  e

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (6.175) ÔÓÒÎÂ ÛÏÌÓÊÂÌËfl Ì‡ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ 1/2π
Á‡ÔË¯ÂÚÒfl Í‡Í

    

U p t U g t dS
R

U g t

n n R cR

U g t

t
R
nS

( , ) ( , ) ,( , ) ( , )    = − +







∫

1
4

1 1 11
1

1

π

∂

∂
∂
∂

∂

∂
∂
∂

(6.176)

„‰Â

t1 = t – R/c. (6.177)

Ç˚‡ÊÂÌËÂ (6.176) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ äËı„ÓÙ‡ Ë ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓ-
ÚÂÌˆË‡Î U(p, t) ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t Ë ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË p Ó·˙-
ÂÏ‡ V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ˝ÚÓÈ ÊÂ ÙÛÌÍˆËË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ‡ Ú‡ÍÊÂ
ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ∂U/∂n Ë ∂U/∂t ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË. á‡Ô‡Á‰˚-
‚‡ÌËÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ∆t = t–t1 = R/c Á‡‚ËÒËÚ ÔË ˝ÚÓÏ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl R Ë ÒÍÓÓ-
ÒÚË c.

Ç˚‡ÊÂÌËfl (6.173) Ë (6.176) fl‚Îfl˛ÚÒfl, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ÙÓÏÛÎ‡ÏË, ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÏË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â Ë ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â  ‚ÓÎÌ˚.
éÌË ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û  ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ÔÓÎÂÏ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ
‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ Ë ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.

àÏÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl Ë„‡˛Ú Ú‡ÍÛ˛ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÚÂÓËË
‚ÓÎÌ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ˝ÚË ÙÓÏÛÎ˚ ÎÂÊ‡Ú ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÒÂÈÒÏË-
˜ÂÒÍÓÈ ÏË„‡ˆËË. àÌÚÂÂÒÌÓ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.171) ·˚ÎÓ ÔÂ‚Ó-
Ì‡˜‡Î¸ÌÓ ‚˚‚Â‰ÂÌÓ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆÂÏ. èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó äËı„ÓÙ ÒÌÓ‚‡ ÔÓÎÛ˜ËÎ
ÙÓÏÛÎÛ (6.171), ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.17, 6), ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÂ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚, Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î Ëı ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ‰ËÙ‡ÍˆËË Ò‚ÂÚ‡.
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é·ÒÛ‰ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÏ˚ÒÎ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ‚˚‡ÊÂÌËÈ, ÒÚÓfl˘Ëı ‚ ÛÍ‡Á‡Ì-
Ì˚ı ÙÓÏÛÎ‡ı. ùÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔËÌflÚÓ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÒÛÏÏÛ ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚ı ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Ì‡
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ äËı„ÓÙ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒËÎÓÈ
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË.

ëîÖêàóÖëäàÖ ùãÖåÖçíÄêçõÖ Çéãçõ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ „ÂÓÏÂÚË˛ Ë ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÏÓÊÌÓ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÙÓÏÛÎÓÈ äËı-
„ÓÙ‡, Ú‡Í Ë ÙÓÏÛÎÓÈ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ Á‰ÂÒ¸ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÒÎÛ˜‡È ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (6.171) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ ‰‚Ûı
˜ÎÂÌÓ‚:

      
A U
1 =

∂
∂n R

ikRe , (6.178)

Ë

      
A U2 = −











∂
∂n R

ikRe . (6.179)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      
A U2 =











∂
∂

ψ
R R

ikRe cos , (6.180)

„‰Â

cosψ = ∂R/∂n, (6.181)

‡ ψ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓÓÏ R Ë Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ n (ÒÏ. ËÒ.   
6.9, a).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.178) – (6.179) Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË dS ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÔÓ-
fl‚ÎÂÌËÂ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V ‰‚Ûı ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ. é‰Ì‡ ËÁ ÌËı, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ‡fl ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ A1, fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë Ù‡Á‡ ÍÓÚÓÓÈ ÓÒÚ‡˛ÚÒfl
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË Ì‡ ÒÙÂÂ S0 Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ g. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚ÚÓ‡fl ‚ÓÎÌ‡,
Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.179), fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ ‰Û„Ó„Ó ÚËÔ‡.
ÖÂ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÙÂÓÈ, Ó‰Ì‡-
ÍÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Û„Î‡
ψ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó·ÂËı ‚ÓÎÌ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÙÂ‡ÏË, ËÏÂ˛˘ËÏË Ó·˘ËÈ
ˆÂÌÚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ g, ÒÛÏÏ‡ ˝ÚËı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ
‚ÓÎÌÓÈ. ç‡ÍÓÌÂˆ, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (6.171), ÔÓÎÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ
ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ.

ëÛÏÏËÛfl, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‡ÒÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, ˜ÚÓ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚ÏË ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl.
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1. ä‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ.
2. èÓÎÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú

ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ.
3. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.172), ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ËÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î, ÔÓ-

ÓÊ‰ÂÌÌ˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛ ‚ÌÂ Ó·˙ÂÏ‡ V.
ùÚÓÚ Ù‡ÍÚ ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ˚ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÒÂ‰Â ÌÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÔÂ‚Ë˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.

ç‡¯ ‡Ì‡ÎËÁ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÎÒfl Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË ÙÓÏÛÎ (6.171)–(6.172), Ó‰-
Ì‡ÍÓ, Í‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸,
ËÒıÓ‰fl ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ äËı„ÓÙ‡ (6.176).

ÇíéêàóçõÖ àëíéóçàäà

Ç Ó·ÂËı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÙÓÏÛÎ‡ı ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‚ÚÓ-
Ë˜Ì˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‰‚Ûı ÚËÔÓ‚. àı ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡-
ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ Ë ‰‚ËÊÂÌËÂÏ ÒÂ‰˚. íÂÔÂ¸, ÓÒÌÓ-
‚˚‚‡flÒ¸ Ì‡ ÔÓÌflÚËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ‚˚‚Â‰ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡.
ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ÔÓÎflÏË Ë ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡ÎÓÏ, Ú.Â.

v = grad U, 
  
P U

t
= −ρ ∂

∂

Ë (6.182)

      
θ ∂

∂
= =divs 1

2c

U
t

 ËÎË 
    

θ
ρ

= − P

c2
,

„‰Â v – ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚, θ – ‰ËÎ‡Ú‡ˆËfl, P – ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‚ÓÎÌÓÈ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ
‰‡‚ÎÂÌËÂ.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ „Î‡‚Â 5, ÔÓÚÂÌˆË‡Î ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ÒÙÂË˜ÂÒÍÓ„Ó
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í
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1 (6.183)

á‰ÂÒ¸ f (t – R/c) = cosω(t – R/c). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ

vR = ∂U/∂R

‡‚ÌflÂÚÒfl
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ãÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸, Ò ÍÓÚÓÓÈ ÒÂ‰‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl
˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸, ÓÍÛÊ‡˛˘Û˛ ËÒÚÓ˜ÌËÍ.

Ç ÔÂ‰ÂÎÂ R → 0 ËÏÂÂÏ

4π R2vR → – 4π f (t). (6.185)

èÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ÙÛÌÍˆË˛ f (t) ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡Á‚‡Ú¸ ÒËÎÓÈ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl – 4π ÓÌ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ÊË‰ÍÓÒÚË,
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Á‡ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË, ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚ¸ ρ ‡‚Ì‡ Â‰ËÌËˆÂ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÈ ÚËÔ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÛ˛ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ.

Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÒÂ‰‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚ÌÛÚ¸ Ó·˙ÂÏ‡ V ˜ÂÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
ÌÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ dS, ÒËÎ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ

      
f t ndS( )= − v

4π
 ËÎË 

    
f t dSU

n
( ) .= − 1

4π
∂
∂

(6.186)

ë‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.184) Ë (6.186) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ vR Á‡-
ÏÂÌflÂÚÒfl ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ vn , ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÒÙÂ˚ – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ dS. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
Ì‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ ˝ÚËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌË-
ÍÓÏ (ËÒ. 6.9, a), ÂÒÚ¸

      
1

4π
∂
∂
U
n R

ikRe , (6.187)

˜ÚÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ˜ÎÂÌÓÏ, ÒÚÓfl˘ËÏ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.74).
ê‡ÌÂÂ ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸

S, ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‰‚Ûı ˝ÙÙÂÍÚÓ‚:
‡) ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÔÓÚÓÍ‡ ‚Â˘ÂÒÚ‚‡ ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ dS;
·) ËÁÏÂÌÂÌË˛ ‰‡‚ÎÂÌËfl.
Ç ÒËÎÛ ÔÂ‚Ó„Ó ˝ÙÙÂÍÚ‡ ÔÓÒÚÂÈ¯ËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ‚·ÎËÁË ÔÓ-

‚ÂıÌÓÒÚË S.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸, Í‡Í Á‡ÓÊ‰‡˛ÚÒfl Ë ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‚ÚÓÓ„Ó ÚË-

Ô‡. ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.182), ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

  
P

t
= −ρ ∂

∂
U  ËÎË P = i ω ρ U. (6.188)

éÚÒ˛‰‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ dS, ÂÒÚ¸

dF = i ω ρ U dS, (6.189)

Ë Ì‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎÌÛ, ‚˚Á‚‡ÌÌÛ˛ ÒËÎÓÈ

dF = Re(i U e–iωt)ω ρ dS. (6.190)

óÚÓ·˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ˝ÙÙÂÍÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ˝ÚÓÈ ÒËÎ˚, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ Á‡-
‰‡˜Û. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÒÎÛ˜‡Â‚, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ‚ÌÂ¯-
Ìflfl ÒËÎ‡ F ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡ V1. íÓ„‰‡, Í‡Í ˝ÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó
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êËÒ. 6.9.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ (6.179) – (6.181) (a); ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÈ ‰ËÔÓÎ¸ (á); ÔËÌˆËÔ
É˛È„ÂÌÒ‡ ‰Îfl ÔÎÓÒÍÓÈ, ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (â, ã, ä)
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Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡, Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ˚, Ì‡ÔËÏÂ, ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x Á‡ÔË-
Ò˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

      
m V F V

t
P
x

x
∂

∂
∂
∂

ρvx = − +∆ ∆ , (6.191)

„‰Â ∆V – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È Ó·˙ÂÏ; ρ Fx ∆V – x-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒËÎ˚ F:

F = FX i + FY j + FZ k. (6.192)

á‰ÂÒ¸ F – ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ Ï‡ÒÒ˚.
ì˜ËÚ˚‚‡fl  Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.182), ‚ÏÂÒÚÓ ÙÓÏÛÎ˚ (6.191) ËÏÂÂÏ

      

∂

∂
∂θ
∂

vx

t x
c FX= +2 . (6.193)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ,

      

∂

∂
∂θ
∂

vy

t y
c FY= +2 (6.194)

Ë

      

∂

∂
∂θ
∂

vz

t z
c FZ= +2 . (6.195)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.193)–(6.195) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ
x, y Ë z, ‡ Á‡ÚÂÏ ÒÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ËÂÒfl ‚˚‡ÊÂÌËfl, ËÏÂÂÏ

      

∂ θ
∂

θ
2

2
2 2

t
c= +∇ div ,F

„‰Â

      
div F = + +∂

∂

∂

∂

∂

∂

F

x

F

y

F

z
X Y Z . (6.196)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰Îfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
∇ + = −2 2

2

1Θ Θk
c

div .F (6.197)

á‰ÂÒ¸ Θ Ë F – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË Ë ÒËÎ˚ F.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÙÛÌÍˆËfl Θ fl‚ÎflÂÚÒfl Â¯ÂÌËÂÏ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V1. èËÒÛÚÒÚ‚ËÂ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (6.197)
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ Ì‡ÎË˜ËÂ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ div F /c2 ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÌÛÚË ‰‡ÌÌÓ„Ó
Ó·˙ÂÏ‡. ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ „Î‡‚Â 5, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ‰ËÎ‡Ú‡ˆËË,
‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ Ú‡ÍËÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      
d dV

c R

ikR
Θ = div e .F

4 2 1
π

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒËÎ˚ F ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ‚ÓÎÌ,
‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË. ùÚÓ ‰‡ÂÚ
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Θ = ∫








1
4 2

1

1
πc RV

ikR
dVdiv ,eF (6.198)

„‰Â

dV1 = dx1dy1dz1.

é·˙ÂÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ËÏÂÂÚ ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ‡ÁÏÂ˚, ‡ dx1, dy1 Ë dz1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡-
˛Ú ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÂÍ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË Â¯Â-
ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.197).

èËÏÂÌËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ËÁ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ‡Ì‡-
ÎËÁ‡ (ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3):

div(ϕ F) = F ⋅ grad ϕ + ϕ div F, (6.199)

„‰Â

ϕ = eikR/R.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (6.199) ‚ (6.198), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

Θ = − ⋅∇∫ ∫














1

4 2 1 1

1 1
π

ϕ ϕ
c V V

dV dVdiv( .F F) (6.200)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ É‡ÛÒÒ‡ – éÒÚÓ„‡‰ÒÍÓ„Ó,

        

div(ϕ ϕF F)
V S

dV
1 1

1∫ ∫= ⋅dS

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÏÂÒÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.200) Ï˚ ËÏÂÂÏ

        

Θ = ⋅ − ⋅∇∫ ∫














1
4 2

1 1

1
πc R R

ikR

S

g ikR

V

dVe e ,(F FdS) (6.201)

„‰Â g Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÚÓ˜ÍÛ Ó·˙ÂÏ‡ V1, Ë ÓÔÂ‡ˆËË ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl Ë ËÌÚÂ„-
ËÓ‚‡ÌËfl ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË. ç‡ ˝ÚÓ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ

ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÓÂ Ì‡ÏË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ   ∇
g

.
ÇÌÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ ÒËÎ˚ F ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ-

Ì˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ (6.201) Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸, Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ

      

Θ = − ⋅∇∫
1

4 2 1

1
πc R

g ikR

V

dVF e . (6.202)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÒËÎ‡ F Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x Ë ÍÓÌˆÂÌÚËÛÂÚÒfl
‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (R → 0) ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÏ Ó·˙ÂÏÂ, ‡ÁÏÂ˚ ÍÓ-
ÚÓÓ„Ó Ï‡Î˚ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒ-
ÚÓ ˜ÎÂÌ‡
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∇
g ikR

R

e

Ï˚ ÏÓÊÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ Â„Ó x-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ

    
∇ =
g ikR ikR

R x R
e e∂

∂ 1
.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ó·˙ÂÏ Ï‡Î, ˝ÚÓÚ ˜ÎÂÌ ÏÓÊÌÓ ‚˚ÌÂÒÚË ËÁ-ÔÓ‰ ÁÌ‡Í‡ ËÌÚÂ„‡Î‡.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

Θ = − ∫
1

4 2
1

1

1
π

∂
∂c x R

ikR

x
V

dVe F ,

Ë Fx fl‚ÎflÂÚÒfl x-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ F.
Ç ÒËÎÛ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (6.192),

    

Θ = − F

c x R

ikR

4 2
1π ρ

∂
∂

e , (6.203)

„‰Â F Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒËÎÛ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ Ó·˙ÂÏ‡ V1.
ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

    R x x y y z z= − + − + −( ) ( ) ( ) ,1
2

1
2

1
2

ËÏÂÂÏ

    

∂

∂

∂

∂x R x R

ikR ikR

1

e e= − ,

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

    
Θ = =F

c x R

ikR

4 2π ρ

∂

∂

e . (6.204)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ÓÎÌ˚, ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ
ÍÓÚÓÓÈ ÒÎÛÊËÚ ÒËÎ‡, ÒÍÓÌˆÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ‡fl ‚ Ï‡ÎÓÏ Ó·˙ÂÏÂ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
ËÁ (6.182) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

      
Θ = −

i

c

ω
2
U .

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎÛ (6.204) ‰‡ÂÚ

      
U = iF

x R

ikR

ω πρ

∂

∂4

e . (6.205)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË ÒËÎ‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚‰ÓÎ¸ ÌÓÏ‡ÎË n, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡
ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl
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U = i F

n R

ikR

4π ωρ

∂

∂

e . (6.206)

ë‡‚ÌÂÌËÂ Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.171) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı
ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ, ‚˚Á‚‡ÌÌÛ˛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÒËÎÓÈ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ
dS Ë ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÓÏ‡ÎË n.

ãÂ„ÍÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î U , Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚È ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.206), ÒÓ‚-
Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Ï ‰‚ÛÏfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ‚‰ÓÎ¸ ÌÓÏ‡ÎË (ËÒ. 6.9, á), ‡ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‡‚ÌflÂÚ-
Òfl π . ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔË ˝ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ ˝ÚÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‰Ó ÚÓ˜ÍË Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎ¸¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË. í‡Í‡fl Ô‡‡ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÓ‚ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÏ ‰ËÔÓÎÂÏ.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÙÓÏÛÎ˚ ÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, Ú.Â. ÓÌË ÓÒÌÓ‚˚‚‡˛ÚÒfl Ì‡ ÙËÁË˜ÂÒÍËı Á‡ÍÓÌ‡ı Ë ÌÂ
ÚÂ·Û˛Ú ÌËÍ‡ÍËı ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÓÒÌÓ‚Ì˚Â
ÔÓÎÓÊÂÌËfl, ‚˚ÚÂÍ‡˛˘ËÂ ËÁ ÙÓÏÛÎ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ – äËı„ÓÙ‡, ·˚ÎË ËÁ‚ÂÒÚ-
Ì˚ ‡ÌÂÂ ËÁ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ É˛È„ÂÌÒ‡ (1690) Ë îÂÌÂÎfl (1818). ä Ú‡ÍËÏ ÔÓÎÓ-
ÊÂÌËflÏ ÓÚÌÓÒflÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ Ò ˆÂÌÚ‡-
ÏË ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ë ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ, ‚
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÍÓÚÓÓÈ Ó·‡ÁÛÂÚÒfl ÔÓÎÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡.

ì˜ËÚ˚‚‡fl ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘Û˛ ÓÎ¸, ÍÓÚÓÛ˛ Ë„‡˛Ú ÔËÌˆËÔ˚ É˛È„ÂÌÒ‡
Ë îÂÌÂÎfl ‚ ÚÂÓËË ‚ÓÎÌ, Ï˚ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ÌËı ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ
‡Á‰ÂÎÂ.

6.6. èêàçñàèõ ÉûâÉÖçëÄ – îêÖçÖãü

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÓÔËÒ‡Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, É˛È„ÂÌÒ ‚‚ÂÎ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‰-
ÔÓÎÓÊÂÌËÈ, ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÚÂÔÂ¸ Í‡Í ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ
Ì‡Ï ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂ-
ÌË. íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ É˛È„ÂÌÒ‡, Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚ÚÓË˜ÌÓÈ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚. ÅÓÎÂÂ
ÚÓ„Ó, ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË Ó„Ë·‡˛˘‡fl Ú‡ÍËı ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ. èÓ ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚Û, ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‚ËÎÓÏ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÚÓËÚ¸
‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË. Ç ÚÓÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚,
ÍÓÚÓ‡fl fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, ‡‰ËÛÒ˚ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ
ÏÓ„ÛÚ ËÏÂÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, Ú‡Í Í‡Í ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ‡fl. ÖÒÎË ÊÂ ÒÂ‰‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì‡, ÚÓ ‡‰ËÛÒ˚ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ
ÏÓ„ÛÚ ‡ÁÎË˜‡Ú¸Òfl Ë ˜‡ÒÚÓ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÂÒ¸Ï‡ Ï‡Î˚ÏË. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó,
É˛È„ÂÌÒ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎ, ˜ÚÓ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â Í‡Ê‰˚Ï ËÁ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÔÂ‚Ë˜ÌÓ„Ó ËÒ-
ÚÓ˜ÌËÍ‡. ùÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÌÓÂ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚Â
Ó„Ë·‡˛˘ËÂ, ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÚÂı
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı.
1. ä‡Ê‰‡fl ÚÓ˜Í‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË fl‚ÎflÂÚÒfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‚ÚÓË˜ÌÓÈ

‚ÓÎÌ˚.
2. ùÚË ‚ÓÎÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏË, ‡ Ëı Ó„Ë·‡˛˘‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÓ‚ÓÂ

ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
3. ëÛÔÂÔÓÁËˆËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í

ÔÓfl‚ÎÂÌË˛  ‚ÓÎÌ˚, ÔËıÓ‰fl˘ÂÈ Í ÔÂ‚Ë˜ÌÓÏÛ ËÒÚÓ˜ÌËÍÛ.
ë‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.171) Ë (6.176) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔËÌˆËÔ É˛È-

„ÂÌÒ‡ ÒÓ„Î‡ÒÛÂÚÒfl Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ – äËı„ÓÙ‡.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÏÂÓ‚, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘Ëı ˝ÚÓÚ ÔËÌˆËÔ.

èËÏÂ 1: ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ Ë ÔÎÓÒÍËÂ ‚ÓÎÌ˚

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÎÓÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x (ËÒ. 6.9,
â). ä‡Í Ï˚ ÁÌ‡ÂÏ, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÒÍÓÓÒÚË ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

    
U x t A f a t x

c
( , ) = −











0 , (6.207)

‡ Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÎÓÒÍÓÒÚË
YOZ.

èÛÒÚ¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t0 ÙÓÌÚ ‚ÓÎÌ˚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ
x = x0. óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t1(t > t0),
ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡, ÔÓÒÚÓËÏ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-
ÚË (x = x0) ÒÙÂÛ ‡‰ËÛÒ‡

R = c(t1–t0).

àÁ ËÒ. 6.9, â ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ó„Ë·‡˛˘‡fl ˝ÚËı ‚ÚÓË˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ó·‡ÁÛÂÚ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚ¸ x = x1, „‰Â

x1 = x0 + c(t1–t0),

˜ÚÓ, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.207).
èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, Ù‡Á˚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ‚ Ó·ÓËı ÔÓÎÓÊÂÌËflı ‰ÓÎÊÌ˚

ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,

    
t t t t
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x c t

c

x

c
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èËÏÂ 2: ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ Ë ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÎÌ˚

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ:

    
U R t f a t
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0 (6.209)

Ë ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t0 Ì‡Ï ËÁ‚ÂÒÚÌÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ-
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‚ÂıÌÓÒÚË S0 Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ( ËÒ. 6.9, ã).
óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Â„Ó ÍÓÌÙË„Û‡ˆË˛ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t1 >
> t0, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡, Ì‡ËÒÛÂÏ  ÒÌÓ‚‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ò
ÚÂÏ ÊÂ ‡‰ËÛÒÓÏ

R = c(t1–t0),

Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Ëı ˆÂÌÚ˚ Ì‡ıÓ‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÂ‰‡ Ó‰ÌÓ-
Ó‰Ì‡fl, ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ‡‰ËÛÒ R Ë ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ-
‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ì‡ Î˛·ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ ÚÓÈ, ˜ÚÓ ·˚Î‡ ‚Ì‡˜‡ÎÂ.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÒËÏÏÂÚËË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‚Ò˛‰Û fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ. é‰Ì‡ÍÓ ÙÓÏ‡ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl, ÂÒÎË Ô‡-
‡ÏÂÚ˚ ÒÂ‰˚ ÌÂ ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÏÂÂÚ
‡ÁÎË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0, ÚÓ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
‰ÂÙÓÏËÛÂÚÒfl Ë ·Û‰ÂÚ ‚˚ÚflÌÛÚ‡ ‚‰ÓÎ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó Ï‡Í-
ÒËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË.

èËÏÂ 3: ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ Ë ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S0 ËÏÂÂÚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂ-
ÌË t = t0 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ (ËÒ. 6.9, ä). ëÌÓ‚‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÚÓ˜ÍË ˝ÚÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Í‡Í ˆÂÌÚ˚ ‚ÚÓË˜Ì˚ı ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ Ò ‡‰ËÛÒÓÏ

R = c(t1–t0),

Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t1.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È ‡‰ËÛÒ Ï‡Î ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï
Ó·˙ÂÏÓÏ V, ÓÍÛÊÂÌÌ˚Ï ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ S0, ÚÓ Ó·Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0 Ë S1 ËÏÂ-
˛Ú Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÙÓÏÛ. é‰Ì‡ÍÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl ÓÚ ÚÓ˜ÂÍ ÚÂÍÛ˘ÂÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‰Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÚÓ˜ÂÍ ËÒıÓ‰-
ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÔflÏÓÈ, ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡Ò-
ÒÚÓflÌËflı ÓÚ S0 ÙÓÏ‡ Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÓ˜ÚË ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ.
èÓˆÂ‰Û‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÔÓ‰ÒÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ú‡ÍÊÂ ÚÓ, ˜ÚÓ ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ Ú‡ÍËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı (t >> t1) ËÁÏÂÌflÂÚÒfl
ÏÂ‰ÎÂÌÌÂÂ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ Ì‡ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 6.9, ä, ‚˚ÔÓÎÌflfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÛ˛ ÔÓˆÂ‰ÛÛ, ÏÓÊÌÓ
ÒÚÓÎÍÌÛÚ¸Òfl Ò ÒËÚÛ‡ˆËÂÈ, ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ ‚ÚÓË˜Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÍÛÒÓÏ. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ì‡ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË S0 ËÏÂÂÚÒfl ‚Ó„ÌÛÚÓÒÚ¸ ËÎË ÂÒÎË ÒÂ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ.

å˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÏÂÓ‚, ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛˘Ëı, Í‡Í ÔËÌˆËÔ
É˛È„ÂÌÒ‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÚÓËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ‚ ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t0 ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ËÒıÓ‰Ì‡fl Ù‡ÁÓ‚‡fl
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï Ë ‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡Â‚
ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚, ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‡‰ËÛÒ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜-
ÌÓ Ï‡Î. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ Ó˜ÂÌ¸ ˜‡ÒÚÓ ‰‡ÂÚ Ô‡‚ËÎ¸-
Ì˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚. Ñ‡ÎÂÂ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÓ‰ÂÎ¸, ‚
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ÍÓÚÓÓÈ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡ Ó·˚˜ÌÓ ÌÂ ‰‡ÂÚ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌËÍ‡ÍÓÈ
ËÌÙÓÏ‡ˆËË Ó ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏ ÔÓÎÂ.

èËÏÂ 4: ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡
ÔÓÁ‡‰Ë ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‚ ˝Í‡ÌÂ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÂ‚Ë˜Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ – ÔÎÓÒÍ‡fl, ‡ ÂÂ Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ˝Í‡Ì‡ Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ (ËÒ. 6.10, à). ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ· ̊ ,
ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡, ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‚ÓÎÌ Á‡
˝Í‡ÌÓÏ, Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ËÒıÓ‰ËÚ¸ ËÁ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S0, ÍÓÚÓ‡fl ÒÓ‚Ô‡‰‡-
ÂÚ Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ. Ç˚ÔÓÎÌflfl ÔÓˆÂ‰ÛÛ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‚ÓÎÌ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
Ó„Ë·‡˛˘Ëı, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓÒÍËÏË, ‡ Ò
Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ÓÌË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÒÙÂË˜ÂÒ-
ÍËÏË. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ËÁ Ò‡ÏÓÈ ÔÓˆÂ‰Û˚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÓÎÌ
ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚. é‰Ì‡ÍÓ, ËÁÛ˜‡fl ‰ËÙ‡ÍˆË˛ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ Ë
îÂÌÂÎfl, Ï˚ ‚Ë‰ÂÎË, ˜ÚÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ „Ó‡Á‰Ó ÒÎÓÊÌÂÂ Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ ÌÂ Û˜ËÚ˚‚‡ÂÚ
‚ÎËflÌËÂ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ Ì‡ Ëı ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û. á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚ÒÔÓÏÌËÚ¸, Í‡Í,

êËÒ. 6. 10.  àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔËÌˆËÔ‡ É ̨ È„ÂÌÒ‡ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÔÓÁ‡‰Ë ÓÚ‚ÂÒÚËfl (a); ÁÓÌ˚
îÂÌÂÎfl ‰Îfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ (á); ÁÓÌ˚ îÂÌÂÎfl ‰Îfl ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ (â); ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËfl ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„ÎÓ„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl (â); ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„ÎÓ„Ó ˝Í‡Ì‡ (ä)
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‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ‰‡ÌÌ˚È ÔËÏÂ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ ‰Îfl Á‚ÛÍ‡ Ë Ò‚Â-
Ú‡, ç¸˛ÚÓÌ ÓÚ‚Â„ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Ó ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔËÓ‰Â Ò‚ÂÚ‡.

ëÛÏÏËÛfl ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ, ÒÚÓËÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.
1. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ – äËı„ÓÙ‡, Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ

ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ. ëÚÓfl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Ú‡ÍÓÈ ÚÓ˜ÍÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ‡‰ËÛÒ‡ R = c∆t, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ-
‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó„Ë·‡˛˘ÂÈ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÓÒÌÓ‚-
Ì˚Â ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl, Á‡ÎÓÊÂÌÌ˚Â ‚ ÔËÌˆËÔÂ É˛È„ÂÌÒ‡, ÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ-
‚ÂÌÌÓ ËÁ ÙÓÏÛÎ (6.171) Ë (6.176).

2. èË ‚˚‚Ó‰Â ˝ÚËı ÙÓÏÛÎ Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË, ‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ì‡ ÔÓ‚Â ıÌÓÒÚË S (ËÒ. 6.9, a) ÌÂ ÔÓÓÊ‰‡˛Ú ‚ÓÎÌ˚ ‚ÌÂ Ó· ̇ ÂÏ‡ V
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚ Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓÁ‡‰Ë ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡. í‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, ·˚ÎÓ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌÓ ÚÂÚ¸Â ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, Ò‰ÂÎ‡ÌÌÓÂ É˛È„ÂÌÒÓÏ.

3. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÔËÌˆËÔ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÓÎ¸¯ËÏ ‚ÍÎ‡‰ÓÏ ‚ ÚÂÓË˛ ‚ÓÎÌ.
éÌ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÒÚÓËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒÂ‰‡ı Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓ-
ÒÚË, Â„Ó ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl Ë ÓÚ‡ÊÂÌËfl ‚ÓÎÌ Ì‡
„‡ÌËˆ‡ı ‡Á‰ÂÎ‡ ÒÂ‰ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË.

4. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓˆÂÌËÚ¸ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌ˚ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó ÌÂÎ¸Áfl ÔËÏÂÌËÚ¸ ‰Îfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ‰Ë-
Ù‡ÍˆËË.

èêàçñàè ÉûâÉÖçëÄ – îêÖçÖãü

ëÎÂ‰Û˛˘ËÈ ¯‡„ ‚ ‡Á‡·ÓÚÍÂ ÚÂÓËË ‚ÓÎÌ, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ Û˜ËÚ˚‚‡Ú¸ Ú‡Í-
ÊÂ ‰ËÙ‡ÍˆË˛, ·˚Î Ò‰ÂÎ‡Ì îÂÌÂÎÂÏ. éÌ ËÒıÓ‰ËÎ ËÁ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÔÓÎÓÊÂÌËÈ
ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÂ‰˚ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó
îÂÌÂÎ¸ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.
1. ÇÚÓË˜Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛-

˘ËÏ ‚ÂÎË˜ËÌ‡Ï:
‡) ˝ÎÂÏÂÌÚÛ dS ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË q Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË;
·) ‡ÏÔÎËÚÛ‰Â ‚ÓÎÌ˚ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, Ú.Â. ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÔÂ‚Ë˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜-

ÌËÍ‡;
‚) ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÏÌÓÊËÚÂÎ˛ K(ϕ), Á‡‚ËÒfl˘ÂÏÛ ÓÚ Û„Î‡ ϕ ÏÂÊ‰Û ÌÓÏ‡Î¸˛ Í

˝ÎÂÏÂÌÚÛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË dS(q) Ë ÔflÏÓÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ÚÓ˜ÍË q Ë p (ËÒ. 6.10,
á); ˝ÚÓÚ ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ ϕ.

2. Ç ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË
ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ‚ÓÎÌ, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı Ì‡ ‚ÒÂı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

3. ÖÒÎË ÏÂÊ‰Û dS Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ËÏÂÂÚÒfl ÊÂÒÚÍÓÂ ÔÂÔflÚÒÚ‚ËÂ, ÚÓ
‚ÎËflÌËÂ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚÂ dS, ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ. Ç ÚÓ ÊÂ
‚ÂÏfl ÔËÒÛÚÒÚ‚ËÂ Ú‡ÍÓ„Ó ÔÂÔflÚÒÚ‚Ëfl ÌÂ ÏÂÌflÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‰Û„Ëı ‚ÚÓË˜-
Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÛÒÎÓ‚Ëfl-
ÏË äËı„ÓÙ‡.

4. ÑÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ λ „Ó‡Á‰Ó ÏÂÌ¸¯Â ‡ÒÒÚÓflÌËfl R ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËfl p Ë ÚÓ˜Í‡ÏË q Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË:
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λ <<  R. (6.210)

ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ì‡¯Â ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÓÈ,
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓÈ ‰Îfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡, ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú
‚˚‚ÂÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁÛ˜ËÚ¸
‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÂÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ
‚ÂÏÂÌË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ dU( p) ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ò
Ì‡˜‡ÎÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ q ‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

dU( p) = K(ϕ)U(q)
    

eikR

R
dS, (6.211)

„‰Â U( p) – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S. Ç
‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ (kR >>  1) ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ ‚ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË (6.171)
fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ËÏ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÙÓÏÛÎÂ (6.211).

á‡ÚÂÏ, ÔËÏÂÌflfl ÔÓÒÚÛÎ‡Ú îÂÌÂÎfl Ó· ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı
‚ÓÎÌ, Ï˚  ÔÓÎÛ˜ËÏ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚
U( p) ÔÓÎÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚:

      

U U( ) ( ) ( ) .p K q dS
S

ikR

R
= ∫ ϕ e (6.212)

ê‡Á‡·‡Ú˚‚‡fl ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÂÓË˛ ‰ËÙ‡ÍˆËË, îÂÌÂÎ¸ ÌÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÎ ÙÛÌÍˆË˛
K(ϕ), Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ Ó·˚˜ÌÓ Ù‡ÍÚÓÓÏ Ì‡ÍÎÓÌ‡. é‰Ì‡ÍÓ ÓÌ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Î, ˜ÚÓ
˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ϕ = 0, Á‡ÚÂÏ ·˚ÒÚÓ Û·˚‚‡ÂÚ ÔÓ ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl Û„Î‡ ϕ Ë Ó·-
‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸, ÍÓ„‰‡ ÔflÏ‡fl qp ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË.

éñÖçäÄ àçíÖÉêÄãÄ (6.212) Ç áéçÄï îêÖçÖãü

çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÚÓ ˜ÚÓ fl‚Ì˚È ‚Ë‰ ÏÌÓÊËÚÂÎfl K(ϕ) ·˚Î ÌÂ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ, îÂÌÂ-
Î˛ Û‰‡ÎÓÒ¸ ÓÔËÒ‡Ú¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ‰ËÙ‡ÍˆËË. ùÚÓ ·˚ÎÓ
Ò‰ÂÎ‡ÌÓ ·Î‡„Ó‰‡fl ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ˝ÎÂ„‡ÌÚÌÓÏÛ ÏÂÚÓ‰Û ÓˆÂÌÍË ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ Ô‡-
‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.212).

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ˝ÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚È ÔÓÒÚÓÂÌË-
ÂÏ ÁÓÌ îÂÌÂÎfl, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ÔÂ‚Ë˜Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl-
˛˘‡flÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ, Ú.Â.

U(q) = A eikx. (6.213)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚflÏË ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛ-
Î fl Ì ̊ ÏË ÓÒË x (ËÒ. 6.10, â).

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, Û˜ËÚ˚‚‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.213), Ï˚ ËÏÂÂÏ

      

U( ) ( ) .p A K dSikx

S

ikR

R
= ∫e e0 ϕ (6.214)



289

á‰ÂÒ¸ x0 ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ‡ R Ó·Ó-
ÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË p Ë q.

óÚÓ·˚ ÓˆÂÌËÚ¸ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚È ‚˚¯Â ËÌÚÂ„‡Î ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p, ÓÔÛÒ-
ÚËÏ ËÁ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ x = x0 Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÚÓ˜ÍÛ Ëı
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Í‡Í O (ËÒ. 6. 10, â). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÎÌ ̊ , ‚ÓÁ-
·ÛÊ‰ÂÌÌ˚Â ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË dS, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Ì‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÓÚ
ÚÓ˜ÍË O, ‰‡˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚È ‚ÍÎ‡‰ ‚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î U . èÓ˝ÚÓÏÛ Ù‡ÁÓ‚Û˛ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸ x = x0 ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÎ¸ˆÂ‚˚ı ÁÓÌ, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı
ÁÓÌ‡ÏË îÂÌÂÎfl, Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O (ËÒ. 6.10, â), Ú‡Í ˜ÚÓ

    
R b1

2
= + λ , 

    
R b2 2

2
= + λ , 

    
R b3 3

2
= + λ ,...

Ë, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,

    
R b nn = + λ

2
, (6.215)

„‰Â b – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË O Ë p.
óÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ˝ÚÓ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ, Ì‡ËÒÛÂÏ ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò

Ì‡˜‡ÎÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p Ë ‡‰ËÛÒ‡ÏË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ (6.215).
èÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ˝ÚËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ x = x0 ‰‡ÂÚ Ì‡·Ó ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ.
ä‡Ê‰‡fl Ô‡‡ ÒÓÒÂ‰ÌËı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ Ó·‡ÁÛÂÚ ÔË ˝ÚÓÏ ÍÓÎ¸ˆÓ (ÁÓÌÛ îÂÌÂ-
Îfl). äÓÌÂ˜ÌÓ, ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p ËÏÂÂÚÒfl Ò‚ÓÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÓÌ îÂÌÂÎfl.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ Un, ÔÓÓÊ‰ÂÌÌ˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË ‚ Í‡Ê‰ÓÏ ËÁ
ÍÓÎÂˆ:

      
U U( ) ( ).p pn

n
=

=

∞

∑
1

(6.216)

èÂÊ‰Â ˜ÂÏ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ˝ÙÙÂÍÚ ÓÚ Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ÁÓÌ˚, Ó·ÒÛ‰ËÏ ÂÂ Ô‡‡ÏÂ-
Ú  ˚. àÁ ËÒ. 6.10, â ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÁÓÌ‡ Ò ËÌ‰ÂÍÒÓÏ n Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‰‚ÛÏfl ÓÍ-
ÛÊÌÓÒÚflÏË Ò ‡‰ËÛÒ‡ÏË rn–1 Ë rn, ÔË˜ÂÏ

    r R bn n− −= −1
2

1
2 2  Ë     r R bn n

2 2 2= − , ÂÒÎË n ≥ 1. (6.217)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.215) ‚ (6.217) ‰‡ÂÚ

    
r b n bn

2
2

2

2
= +




−λ  ËÎË 

    
r nbn

n2
2 2

4
= +λ λ .

èÓÎ‡„‡fl

b >>  nλ, (6.218)

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    r b nn
2 = λ  ËÎË     r b nn = λ . (6.219)
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äÓÌÂ˜ÌÓ, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ÌÓÏÂ‡ n ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.218) ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸-
Òfl, Ó‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ ‰‡ÎÂÍËÏ ÁÓÌ‡Ï, ˜ÚÓ Ëı ‚ÍÎ‡‰ ‚ ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î U( p) Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛. èÎÓ˘‡‰¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı ÍÓÎÂˆ ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    S r r b n nn n n= − = − −−π π π λ2
1

2 1[ ( )]

ËÎË

Sn = πbλ. (6.220)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÒÂ ÁÓÌ˚ ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÔÎÓ˘‡‰¸, ÍÓÚÓ‡fl ÔflÏÓ ÔÓ-
ÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ b Ë ‰ÎËÌÂ ‚ÓÎÌ˚ λ . àÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.219) ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ, ˜ÚÓ

    r rn n
2

1
2− =− (rn – rn–1)(rn + rn–1) ≈ 2rn ∆rn = b λ

ËÎË

    
∆rn

b
n

= 1
2

λ .

í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÔË n = 1

    

∆r

b b
1 1

2
= λ  << 1 Ë 

    

∆r b1 1
2λ λ

=  >> 1,

Ó‰Ì‡ÍÓ Ò ÓÒÚÓÏ n ¯ËËÌ‡ ÁÓÌ˚ ∆rn ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ò‡‚ÌËÏÓÈ Ò ‰ÎËÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚.
ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.214) ÔÓÚÂÌˆË‡Î, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÁÓÌÂ Ò ÌÓÏÂÓÏ n, ÓÔÂ‰Â-

ÎflÂÚÒfl Í‡Í

      

Un
ikx

S

ikR
p A K dS

n

R
( ) ( ) .= ∫e e0 ϕ (6.221)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

dS = 2πrdr,

ËÏÂÂÏ

      

Un
ikx

S

ikR
p A K rdr

n

R
( ) ( )= ∫2 0π ϕe e . (6.222)

óÚÓ·˚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ˝ÚÓÚ ËÌÚÂ„‡Î, ÔÓËÁ‚Â‰ÂÏ ‚ ÌÂÏ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. ÑÎfl
˝ÚÓ„Ó ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

R2 = b2 + r2.

ùÚÓ ‰‡ÂÚ

RdR = rdr.

Ñ‡ÎÂÂ ‚ÏÂÒÚÓ (6.222) ÔÓÎÛ˜ËÏ
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Un

ikx

R

R
ikRp A K dR

n

n

( ) ( ) .=
−

∫2 0

1

π ϕe e (6.223)

ì˜ÚÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl Rn Ë Rn–1 ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Â
‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ (‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.210)), ‡ ¯ËËÌ‡ Í‡Ê‰ÓÈ ÁÓÌ˚ ∆rn Ï‡Î‡ ÔÓ
Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ˝ÚËÏË ‡ÒÒÚÓflÌËflÏË:

∆rn <<  Rn–1 Ë ∆rn <<  Rn.

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÓÁÌ‡˜‡˛Ú, ˜ÚÓ Ù‡ÍÚÓ Ì‡ÍÎÓÌ‡ K ÔÓ˜ÚË ÔÓÒÚÓflÌÂÌ
‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÁÓÌ˚ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó ÏÓÊÌÓ ‚˚ÌÂÒÚË ËÁ-ÔÓ‰ ÁÌ‡Í‡ ËÌÚÂ„‡-
Î‡. éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
Un n

ikx ikR

R

R

p AK dR
n

n

( ) .=
−

∫2 0

1

π e e (6.224)

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÏÌÓÊËÚÂÎfl Kn ÙÛÌÍˆËfl eikR ÏÓÊÂÚ ·˚ÒÚÓ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ‚ ÔÂ‰Â-
Î‡ı ÁÓÌ˚ Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌ‡ ‰ÓÎÊÌ‡ ÓÒÚ‡‚‡Ú¸Òfl ÔÓ‰ ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ.

Ç˚ÔÓÎÌflfl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ‚ (6.224) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (6.215), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
Un n

ikx ikR ikRA

ik
K n n= − −

2
0 1

π
e e e( )

ËÎË

      
Un n

ik x b ikn ik nA

ik
K= −+ −2

0 2 2
1π λ λ

e e e( ) ( )
[ ].

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ k = 2π/λ, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      Un n
ik x b i n ip i AK( ) ( ).( )= − −+ −λ π πe e e0 1

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ
eiπn = (–1)n Ë 1 – eiπ = 2,

ËÏÂÂÏ

      Un
n

n
ik x bp i K A( ) ( ) ( )= − + +2 1 1 0λ e . (6.225)

Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÔÓÎÂÁÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ‚
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ı, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ÔÂ-
‰ÂÎ‡ı Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÁÓÌ, ÔÓËÒıÓ‰flÚ ÒËÌıÓÌÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â ˝ÚË-
ÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ËÏÂ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â Ù‡Á˚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.225) ‚ (6.216) ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒ-
ÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚:

      U ( ) ,( )p i A Lik x b= +2 0λ e (6.226)
„‰Â

    
L Kn

n
n

= − =+

=

∞

∑ ( )1 1

1
K1 – K2 + K3 – K4 + K5 – K6 + ... (6.227)
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, ‚ÓÁÌËÍ¯ÂÈ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ
ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ ÓÚ ‚ÒÂı ÁÓÌ, Ò‚Ó‰ËÚÒfl ‚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ (b >> λ) Í ÓˆÂÌÍÂ
fl‰‡ L. ùÚÓÚ fl‰ ËÏÂÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚‡ÊÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚, ÍÓÚÓ˚Â ÒÎÂ‰Û˛Ú ËÁ Ò‰Â-
Î‡ÌÌ˚ı ‡ÌÂÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ:

‡) fl‰ fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÌ‡ÍÓÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï;
·) Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ËÌ‰ÂÍÒ‡ n ˜ÎÂÌ˚ fl‰‡ ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl ‚ ÒËÎÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚ Kn;
‚) ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ fl‰‡ ·ÎËÁÍË ‰Û„

Í ‰Û„Û.
Ç ÒËÎÛ ˝ÚËı Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÎÂ„ÍÓ ÓˆÂÌËÚ¸ ÒÛÏÏÛ fl‰‡ L.
èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ (6.227) ‚ ‚Ë‰Â

    
L K K K

K K K K K K K
= + − +







 + − +







 + − +







 +1 1

2
3 3

4
5 5

6
7

2 2 2 2 2 2 2
... (6.228)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ËÁ ˜ÎÂÌÓ‚ Kn ·ÓÎ¸¯Â ËÎË ‡‚ÂÌ ÒÂ‰-
ÌÂÏÛ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Kn–1 Ë Kn+1:

    
Kn

n nK K
≥

+− +1 1

2
.

íÓ„‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl, ÒÚÓfl˘ËÂ ‚ ÒÍÓ·Í‡ı (6.228) ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ,

L ≤ K1/2. (6.229)

í‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ fl‰ (6.228) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
L K K K

K K K K K
= − − − +







 − − +







 −1

2 2
3

4 4
5

6

2 2 2 2 2
... (6.230)

Ç˚‡ÊÂÌËfl ‚ ÒÍÓ·Í‡ı ÒÌÓ‚‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

L ≥ K1 – K2/2. (6.231)

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl K1 Ë K2 ÔÓ˜ÚË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, ‚ÏÂÒÚÓ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÌÂ-
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓÎÛ˜ËÏ

L ≥ K1/2. (6.232)

ë‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.229) Ë (6.232) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‚˚‚Ó‰ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ
ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ

L = K1/2. (6.233)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌËfl R
‡ÁÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û Ù‡ÍÚÓ‡ÏË Ì‡ÍÎÓÌ‡, ÓÚÌÓÒfl˘ËÏËÒfl Í ÒÓÒÂ‰ÌËÏ ÁÓÌ‡Ï, ÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.233) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ò ·ÓÎ¸¯ÂÈ
ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛.

ÖÒÎË ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ

    
Kn

n nK K≤ − ++1 1

2
,
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ÚÓ Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔË‰ÂÏ Í ÙÓÏÛÎÂ (6.223) ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ (6.228) Ë (6.230)
ÔÓÎÛ˜ËÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

    
L K≤ 1

2
 Ë 

    
L K K K≥ − >1

2 1

2 2
,

ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ

L = K1/2.

àÁ ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌÓÈ,
‚ 2 ‡Á‡ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚. ùÚÓÚ ËÌÚÂÂÒÌ˚È
Ù‡ÍÚ Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÔÓÁ‰ÌÂÂ.

Ñ‡ÎÂÂ, ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.233) ‚ (6.226) ‰‡ÂÚ

      U ( ) ( )p i K A ik x b= +λ 1
0e . (6.234)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û U ÔÎÓÒ-
ÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÛ˛ Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË
‚ÚÓË˜Ì˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÔÎÓÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÒÂ‰Â
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

      U ( ) ( )p A ik x b= +e 0 . (6.235)

ë‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‰‚Ûı ‡‚ÂÌÒÚ‚ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ù‡ÍÚÓ Ì‡ÍÎÓÌ‡ ‰Îfl
ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌ˚:

    
K

i

i
1

1= = −
λ λ

. (6.236)

èÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl, ÍÓ„‰‡ ÔÂ-
‚Ë˜Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡ÂÚÒfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ‡ Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏË (ËÒ. 6.10, á).

èÓÒÚÓËÏ ÒÌÓ‚‡ ÁÓÌ˚ îÂÌÂÎfl, ËÒÛfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò Ì‡˜‡-
ÎÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë ‡‰ËÛÒ‡ÏË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛
(6.215). ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‡‰ËÛÒ r0 Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ‡
Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ b ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡˛Ú ‰ÎËÌÛ ‚ÓÎÌ˚ λ.

äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÔÂ‚Ë˜ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Ë
‡‚ÌflÂÚÒfl

      U ( ) /q A rikr= e 0

0 . (6.237)

CÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (6.212), ÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ ÚÓ˜ÍÂ p, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÁÓÌÂ Ò
ÌÓÏÂÓÏ n, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

      

Un

ikr

n

ikR

S

p A K dS
r R

n

( )= ∫
e e0

0

. (6.238)

àÁ ËÒ. 6.10, á ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ
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    R r r b r r b2
0
2

0
2

0 02= + + − +( ) ( ) .cosθ (6.639)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰‡ÂÚ

R dR = r0(r0 + b) sinθ dθ. (6.240)

èÎÓ˘‡‰¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ÍÓÎ¸ˆ‡ Ò ‡‰ËÛÒÓÏ r0sinθ Ë ¯ËËÌÓÈ r0dθ ‡‚Ìfl-
ÂÚÒfl

dS = 2π     r0
2sinθ dθ

ËÎË, Ò Û˜ÂÚÓÏ (6.240),

    
dS r R dR

r b
=

+

2 0

0

π .

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.238) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      

Un

ikr

n
irR

R

R

p K dRA

r b
n

n

( ) .=
+

−

∫
2 0

10

π e e

àÌÚÂ„‡Î, ÒÚÓfl˘ËÈ ‚ ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÒfl ‡ÌÂÂ, Ë Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
Un

n
n

ik r b

p i K A

r b
( ) ( )

( )

= − +
+

+
2 1 1

0

0

λ e .

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

      
Un

ik r b

Np i A
r b

L( ) ,
( )

=
+

+

2
0

0

λ e (6.241)

„‰Â

    
L KN

n
n

n
= − +

=

∞

∑ ( ) .1 1

1
(6.242)

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒÎÛ˜‡fl ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÒÛÏÏ‡ LN ÒÓ‰ÂÊËÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
˜ÎÂÌÓ‚. ÖÂ ÓˆÂÌÍ‡ ÒÎÂ„Í‡ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓ„Ó ‡ÌÂÂ ÒÎÛ˜‡fl, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ Á‰ÂÒ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Û˜ÂÒÚ¸ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ˜ÎÂÌ‡ KN.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ LN ÒÓ‰ÂÊËÚ ÌÂ˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ˜ÎÂÌÓ‚.
íÓ„‰‡ ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
L K KN

NK K K K K K
= + − +







 + − +







 + +1 1

2
3 3

4
5

2 2 2 2 2 2
...

ËÎË (6.242)

    
L K K K KN

N
N

K K K K K K
= − − − +







 − − +







 − − +−

1
2 2

3
4 4

5
6 1

2 2 2 2 2 2
... .



295

ÖÒÎË Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ

    
Kn

n nK K≥ − ++1 1

2
,

ÚÓ ÚÓ„‰‡ (6.243) ‰‡ÒÚ

    
LN

NK K≥ +1
2

 Ë 
    
LN

NK K≤ +1
2

.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

    
LN

NK K= +1
2

. (6.244)

ãÂ„ÍÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ÂÌ˚Ï, ÍÓ„‰‡

    
Kn

n nK K< − ++1 1

2
.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰Û„ÓÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ N fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚÌ˚Ï ˜ËÒÎÓÏ. ä‡Í
Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÒÛÏÏÛ LN ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‰‚ÛÏfl ‡ÁÌ˚ÏË ÒÔÓÒÓ-
·‡ÏË:

    
L K K KN

N
N

K K K K K K
= + − +







 + − +







 + + −−1 1

2
3 3

4
5 1

2 2 2 2 2 2
...

ËÎË (6.245)

    
L K K KN

NK K K K K K
= − − − +







 − − +







 − −1

2 2
3

4 4
5

6

2 2 2 2 2 2
... .

ÖÒÎË, Ì‡ÔËÏÂ, KN ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ÒÂ‰ÌÂÂ ‡ËÙÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÒÓÒÂ‰ÌËı Ò ÌËÏ ˜ÎÂ-
ÌÓ‚, ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.245) ‰‡ÂÚ

    
L KN

N
N

K K> + −−1 1

2 2
 Ë 

    
L KN

NK K< − −1
2

2 2

ËÎË

    
LN

NK K> −1
2

 Ë 
    
LN

NK K< −1
2

, (6.246)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÓÒÂ‰ÌËÂ ˜ÎÂÌ˚ ÔÓ˜ÚË ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÎÛ˜‡Â
˜ÂÚÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ˜ÎÂÌÓ‚ Ï˚ ËÏÂÂÏ

    
LN

NK K= −1
2

. (6.247)

ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÌÂ ËÁÏÂÌËÚÒfl, ÂÒÎË

    
Kn

n nK K< − ++1 1

2
.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.244) Ë (6.247) ‚ (6.241) ‰‡ÂÚ
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Un N

ik r b
p i K K A

r b
( ) ( ) .

( )
= ±

+

+
λ 1

0

0e (6.248)

àÁ ËÒ. 6.10, · ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔflÏ‡fl qp fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÁÓÌÂ ϕ = π/2 Ë,
‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ îÂÌÂÎfl, KN = 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
Un

ik r b
p i K A

r b
( ) ,

( )
=

+

+
λ 1

0

0e (6.249)

‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÔÓÚÂÌˆË‡Î, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌÂ, ËÏÂÂÚ ‚ 2 ‡Á‡
·ÓÎ¸¯ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl:

U1( p) = 2U( p). (6.250)

èÓÚÂÌˆË‡Î ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‚
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â,

      
U( )

( )
p A

ik r b

r b
=

+

+
e 0

0

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚,

    
K

i
i

1
1= = −
λ λ

.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‚‡ ÔËÏÂ‡, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘ËÂ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÁÓÌ îÂ-
ÌÂÎfl.

èËÏÂ 1: Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ‚ ˝Í‡ÌÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÍÛ„, ‡ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍ p0 Ë ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl Ì‡ ÔflÏÓÈ, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ
Â„Ó ˆÂÌÚ (ËÒ. 6.10, ã). ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‚˚ ‡ÊÂÌË˛ (6.219), ‡‰ËÛÒ ÁÓÌ ̊  îÂÌÂÎfl
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡ÎÂÌ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ b ÓÚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‰Ó ˝Í‡Ì‡. èÓ˝ÚÓÏÛ
‡ÁÏÂ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ „Ó‡Á‰Ó ÏÂÌ¸¯Â ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌ˚, ÂÒÎË ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓ-
flÌËÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍÓ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
ÏÂÌ¸¯Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â, ÍÓ„‰‡ ˝Í‡Ì ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ.
èÓ ÏÂÂ ÔË·ÎËÊÂÌËfl Í ˝Í‡ÌÛ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ
‡‰ËÛÒ ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl ‡‰ËÛÒÛ ÓÚ‚ÂÒÚËfl. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ
(6.250), ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ 2 ‡Á‡ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚.
äÓÌÂ˜ÌÓ, ˝ÚÓÚ ˝ÙÙÂÍÚ ·˚ÎÓ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÚÛ‰ÌÓ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡Ú¸, Ú‡Í Í‡Í ˝Í‡Ì
‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ë Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‚ÒÂÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸˛. èÓ ÏÂÂ ÔË·ÎËÊÂÌËfl Í ˝Í‡ÌÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ
ÛÏÂÌ¸¯‡Ú¸Òfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌÓÈ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ Á‡ÌflÚÓ
‚ÚÓÓÈ ÁÓÌÓÈ îÂÌÂÎfl. ùÚÓ Ú‡ÍÊÂ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÚÓÏÛ ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ p
ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÎËÊÂ Í ÓÚ‚ÂÒÚË˛, Ó‰Ì‡ÍÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔË  ˝ÚÓÏ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl.
äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ‚ÌÂ¯ÌËÈ ÍÓÌÚÛ ‚ÚÓ-
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ÓÈ ÁÓÌ˚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Í‡ÂÏ ÓÚ‚ÂÒÚËfl. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚
Ô‡‰‡ÂÚ ÔÓ˜ÚË ‰Ó ÌÛÎfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â Ó·ÂËÏË ÁÓÌ‡ÏË, ËÏÂ˛Ú
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ K2 ≈ K1, ‡ Ò‰‚Ë„ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÌËÏË ‡‚ÂÌ
π . äÓ„‰‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ b ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Â˘Â ÏÂÌ¸¯Â ( ËÒ. 6. 10, ã), Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl
ˆÂÎ˚Â ÒÂËË Ï‡ÍÒËÏÛÏÓ‚ Ë ÏËÌËÏÛÏÓ‚. å‡ÍÒËÏÛÏ˚ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡
‚ ÓÚ‚ÂÒÚËË ÛÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÁÓÌ, ‡ ÏËÌËÏÛÏ˚, ÍÓ„‰‡ ˜ËÒÎÓ ÁÓÌ
‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ˜ÂÚÌ˚Ï. à, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÍÓ„‰‡ ÚÓ˜Í‡ p Ì‡ıÓ-
‰ËÚÒfl ÒÓ‚ÒÂÏ ·ÎËÁÍÓ ÓÚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó
ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ‚ÓÎÌÂ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡ ÚÓ˜Í‡ p ÙËÍÒËÓ‚‡Ì‡, ‡ ËÁ-

ÏÂÌflÂÚÒfl ‡‰ËÛÒ ÓÚ‚ÂÒÚËfl.

èËÏÂ 2: Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl
ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ˝Í‡Ì‡

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌ ˝Í ‡Ì ‚ ÙÓÏÂ ÍÛ„‡ (ËÒ. 6.10, ä) Ë ‚ÒÂ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÌÂËÁ-
ÏÂÌÌ˚ÏË.

ÖÒÎË ‡‰ËÛÒ ˝Í‡Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í b, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-
ÂÚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÁÓÌ îÂÌÂÎfl, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÔÎÓ˘‡‰Ë ÍÛ„‡, Ó‰Ì‡-
ÍÓ ÓÌË ÌÂ ‚ÌÓÒflÚ ‚ÍÎ‡‰‡ ‚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ‚ÓÎÌ˚. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ˝ÙÙÂÍÚ ÓÚ ÁÓÌ,
‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‚ÌÂ ˝Í‡Ì‡, ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡Î, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡Î˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚Û˛˘ËÂ ËÏ Ù‡ÍÚÓ˚ Ì‡ÍÎÓÌ‡ (ϕ → π/2). àÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ Ó˜ÂÌ¸ ÒÎ‡·‡fl
(ÚÂÌ¸). ë ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‡ÁÏÂÓ‚ ˝Í‡Ì‡ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸.
í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÍÓ„‰‡ Ò ÍÛ„Ó‚˚Ï ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÔÂ‚‡fl ÁÓÌ‡, Ì‡·Î˛-
‰‡ÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË Ú‡Í‡fl ÊÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ˝Í‡Ì ÓÚÒÛÚÒÚ-
‚ÛÂÚ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (6.255), ‚ÓÎÌ‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      
U( )

( )
p i

ik r b

r b
=

+

+
2

0

0

λ e [–K2 + K3 – K4 + K5 – ...], (6.251)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝ÙÙÂÍÚ ÓÚ ÔÂ‚ÓÈ ÁÓÌ˚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ.
àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÓÚ ÊÂ ÔÓ‰ıÓ‰, ˜ÚÓ Ë ‡ÌÂÂ, Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡

(6.251) ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ‡‚ÌflÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌÂ 
    
− 1

2
2K . í‡Í Í‡Í K2 ≈ K1, ËÏÂÂÏ

      
U( ) ( )p i AK

r b
ik r b= −

+
+λ 1

0

0e .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ ËÏÂÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÚÂÌ¸, Ó‰Ì‡ÍÓ ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÛÂÚ Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Ú‡Í‡fl ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚÒÛÚ-
ÒÚ‚Ëfl ˝Í‡Ì‡.

ùÚÓ ÓÚÍ˚ÚËÂ ËÏÂÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ËÌÚÂÂÒÌÛ˛ ËÒÚÓË˛. Ç 1818 „Ó‰Û îÂÌÂÎ¸
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ ÔÂÂ‰ î‡ÌˆÛÁÒÍÓÈ ÄÍ‡‰ÂÏËÂÈ Ò‚Ó˛ ‡·ÓÚÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ·˚ÎË
ËÁÎÓÊÂÌ˚ ÔËÌˆËÔ˚ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ Ë ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÁÓÌ. ùÚÛ ‡·ÓÚÛ
ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡Î èÛ‡ÒÒÓÌ, ÍÓÚÓ˚È ÔË¯ÂÎ Í ‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜-
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ÍÂ ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÓÈ ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â
Â„Ó ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÓÌ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î Í‡Í ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ
ÚÂÓËfl ÌÂ ‚ÂÌ‡. é‰Ì‡ÍÓ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ˚, ÔÓ‚Â‰ÂÌÌ˚Â Ä‡„Ó Ë îÂÌÂÎÂÏ,
ÔÓ‰Ú‚Â‰ËÎË Ô‡‚ÓÚÛ îÂÌÂÎfl.

äÓÌˆÂÔˆËfl ÁÓÌ îÂÌÂÎfl ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË Ú‡ÍËı ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚÂÈ, Í‡Í ˝Í‡-
Ì˚, ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflı, ÍÓÚÓ˚Â ‚ÔÓÒÎÂ‰ÒÚ‚ËË ·˚ÎË ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ì˚ ‚ ÚÂÓËË ‰ËÙ‡ÍˆËË äËı„ÓÙ‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÍÎ‡‰ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÁÓÌ
îÂÌÂÎfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï Ë ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚÓ„Ó, Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ÎË ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â
ÁÓÌ˚ Ì‡ÔÓÚË‚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl ËÎË Ì‡ÔÓÚË‚ ÌÂÔÓÁ‡˜ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ˝Í‡Ì‡.

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‡·ÓÚ‡ îÂÌÂÎfl ·˚Î‡ ‚‡ÊÌ˚Ï ¯‡„ÓÏ ‚
‡Á‚ËÚËË ÚÂÓËË ‚ÓÎÌ. ëÛ˘ÌÓÒÚ¸˛ ˝ÚÓÈ ‡·ÓÚ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁË-
ˆËË ‚ÚÓË˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÒÓ„Î‡ÒÛ˛˘ËÈÒfl Ò ÙÓÏÛÎ‡ÏË ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ –
äËı„ÓÙ‡. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔÓ‰Ú‚Â‰ËÎË ÏÌÓ„ËÂ ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËfl, ÎÂÊ‡˘ËÂ ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÔËÌˆËÔÓ‚ É˛È„ÂÌÒ‡ Ë îÂÌÂÎfl, ÌÓ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ
ÌËı, ˝ÚË ÙÓÏÛÎ˚ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÚÓ˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎÌÛ ‚ÌÛÚË Ó·˙ÂÏ‡, ÔË
ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÓÌ‡ ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÓÍÛÊ‡˛˘ÂÈ ‰‡ÌÌ˚È Ó·˙ÂÏ.

6.7. ëÇüáú åÖÜÑì èéíÖçñàÄãéå
à çÄóÄãúçõåà ìëãéÇàüåà.
îéêåìãÄ èìÄëëéçÄ

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ U(p, t) ‚ ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V Ë ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË Ë ÂÂ ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S ‰‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ (ÙÓÏÛÎ˚ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ –
äËı„ÓÙ‡). êÂ¯ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‰Û„Û˛ Á‡‰‡˜Û Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ
ÔÓÚÂÌˆË‡Î U Ë Â„Ó ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ∂U/∂t ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0:

U(g, 0) = ϕ(g) Ë 
    

∂

∂
χU g

t
g( , ) ( ), 0 =  ÂÒÎË t = 0. (6.252)

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË ϕ Ë χ ÓÚÎË˜Ì˚ ÓÚ ÌÛÎfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÌÛÚË ÌÂ-
ÍÓÚÓÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ V, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÓ‚Â ıÌÓÒÚ¸˛ Σ (ËÒ. 6.11, à).

ì˜ËÚ˚‚‡fl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ U Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ÔÓÎflÏË,
ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË Á‡‰‡Ì˚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ‰‡‚-
ÎÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË. à, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‰˜Ë-
ÌflÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛:

    
∇ =2

2

2

2

1U
c

U

t

∂

∂
. (6.253)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.252) – (6.253) Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ‚ÓÎÌÛ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚. ç‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, Ò˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ
Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.252) ËÁ‚ÂÒÚÌ˚.
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å˚ Ì‡˜ÌÂÏ Ò ÔÓÒÚÂÈ¯Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, Á‡ÚÂÏ ‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ‡ ÔÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ÔÂÂÈ‰ÂÏ Í ÒÎÛ˜‡˛ ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚.

ëÎÛ˜‡È 1: ÔÎÓÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡

èÛÒÚ¸ ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ. íÓ„‰‡, Í‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.253) Á‡-
ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl, Ë Â„Ó Â¯ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

U(x, t) = F(x + ct) + f (x – ct). (6.254)
ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ Á‰ÂÒ¸ ÓÔÛ˘ÂÌ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ a ‡„ÛÏÂÌÚ‡ a(x ± ct).

êËÒ. 6. 11. ç‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‚ÌÛÚË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ (à); ‡‚ÌÓÏÂÌÓÂ ÒÊ‡ÚËÂ
ÒÙÂ˚ (á); ÔÓÚÂÌˆË‡Î Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‚ÂÏÂÌË (â)



300

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÚÂÔÂ¸ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË F Ë f Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚ¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò (6.252) ËÏÂÂÏ

U(x, 0) = F(x) + f (x) = ϕ(x) (6.255)
Ë

    
∂

∂
χU x

t
cF x cf x x( , ) ( ) ( ) ( ). 0 = ′ − ′ = (6.256)

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰‡ÂÚ

    
F x f x d C

c x

x

( ) ( ) ( ) ,− = +∫
1

0

χ α α (6.257)

„‰Â x0 Ë C – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, α – ÔÂÂÏÂÌÌ‡fl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl.
êÂ¯‡fl ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ

F(x) + f (x) = ϕ(x),

    
F x f x d C

c x

x

( ) ( ) ( ) ,− = +∫
1

0

χ α α

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
F x x d

c

C

x

x

( ) ( ) ( )= + +∫
1

2

1

2 2
0

ϕ χ α α

Ë (6.258)

    
f x x d

c

C

x

x

( ) ( ) ( ) .= − −∫
1

2

1

2 2
0

ϕ χ α α

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‡„ÛÏÂÌÚ‡ Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒ-
ÚË, ‰Îfl x + ct ËÎË x – ct, Ú.Â.

    
F x ct x ct d

c

C

x

x ct

( ) ( ) ( )+ = + + +
+

∫
1

2

1

2 2
0

ϕ χ α α

Ë (6.259)

    
f x ct x ct d

c

C

x

x ct

( ) ( ) ( ) .− = − − −
−

∫
1

2

1

2 2
0

ϕ χ α α

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (6.259) ‚ (6.254) ‰‡ÂÚ

    

U x t dx ct x ct

c x

x ct

( , ) ( ) .( ) ( ) = ++ + −
−

∫
ϕ ϕ χ α α

2
1
2

0

(6.260)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â
ÛÒÎÓ‚Ëfl. Ç˚‡ÊÂÌËÂ (6.260) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ Ñ‡Î‡Ï·Â‡.
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ëÎÛ˜‡È 2: ÒÙÂË˜ÂÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ. Ç
˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ú‡Í‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚˚Á‚‡Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ. Ç
ÒËÎÛ ˆÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O, ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

    

1 1
2

2
2

2

2R R
U
R c

U

t
R∂

∂
∂
∂

∂

∂







 = ,

‡ Â„Ó Â¯ÂÌËÂ („Î‡‚‡ 5) ‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

RU(R, t) = F(R + ct) + f (R – ct). (6.261)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÔÓıÓÊ Ì‡ ÔÂ‰˚‰Û˘ËÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ËÏÂÂÚÒfl Ó‰ÌÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÚÎË˜ËÂ, ‡ ËÏÂÌÌÓ ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (6.261) ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ R.

óÚÓ·˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚ¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â¯ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛-
˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ:

F(R) + f (R) = R ϕ(R),

    
′ − ′ =F R f R RR

c
( ) ( ) ( ).χ

ùÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÔË Î˛·ÓÏ ÁÌ‡˜ÂÌËË R. èÓ˝ÚÓÏÛ Ëı Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ-
ÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â:

F(z) + f (z) = z ϕ(z),
(6.262)

    
′ − ′ =F z f z zz

c
( ) ( ) ( ),χ

„‰Â z – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ‡„ÛÏÂÌÚ.
àÌÚÂ„ËÛfl ‚ÚÓÓÂ ËÁ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒËÒÚÂÏÂ

Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚Ûı ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ:

F(z) + f (z) = z ϕ(z)

Ë (6.623)

    
F z f z d C

c z

z

( ) ( ) ( ) .− = +∫
1

0

αχ α α

éÚÒ˛‰‡

    
F z d

z z

c

C

z

z

( ) ( )
( )

= + +∫
ϕ

αχ α α
2

1

2 2
0

Ë (6.264)

    
f z d

z z

c

C

z

z

( ) ( ) .
( )

= − −∫
ϕ

αχ α α
2

1

2 2
0
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ä‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ, ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.264) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ ÔË Î˛·ÓÏ
‡„ÛÏÂÌÚÂ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ,

    
F R ct dR ct R ct

c

C

z

R ct

( ) ( )( ) ( )+ = + ++ +
+

∫
ϕ αχ α α
2

1

2 2
0

Ë (6.265)

    
f R ct dR ct R ct

c

C

z

R ct

( ) ( ) .( ) ( )− = − −− −
−

∫
ϕ αχ α α
2

1

2 2
0

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÚÂÌˆË‡Î U ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

    
U R t z z dzR ct R ct R ct R ct

R cR R ct

R ct

( , ) ( ) .( ) ( ) ( ) ( ) = ++ + + − −

−

+

∫
ϕ ϕ χ

2

1

2
(6.266)

èË ‚˚‚Ó‰Â ˝ÚÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ z fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ R, Ú.Â. ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
(6.266) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó, ÍÓ„‰‡

R ≥ ct.

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı z, ‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ Í‡Í ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O.

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.262) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

0 = F(z) + f (–z)

ËÎË

f (z) = –F(–z), (6.267)

„‰Â

z = R – ct < 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÚÂÌˆË‡Î ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

RU(R, t) = F(R + ct) + f (R – ct) = F(R + ct) – F(ct – R).

éÚÒ˛‰‡, Ò Û˜ÂÚÓÏ ÔÂ‚Ó„Ó ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.265), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
U R t dR ct R ct

cR z

R ct

( , ) ( )( ) ( ) = + −+ +
+

∫
ϕ αχ α α
2

1

2
0

–
    

( ) ( ) ( )ct R ct R

R cR
d

z

ct R
− − −

−

∫
ϕ αχ α α

2

1

2
0

ËÎË
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U R t z z dzct R ct R ct R ct R

R cR ct R

ct R

( , ) ( ) .( ) ( ) ( ) ( ) = ++ + − − −

−

+

∫
ϕ ϕ χ

2

1

2
(6.268)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÙÓÏÛÎ˚ (6.266) Ë (6.268) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÂ‰˚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î U(R, t) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË.

 ë ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ó˜Â‚Ë‰Ì˚, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ, Í‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.252) ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ‡ÒÔÂ‰Â-
ÎÂÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË.

óÚÓ·˚ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.266), ‡ÒÒÏÓÚËÏ
Ó‰ËÌ ÔËÏÂ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ˜‡ÒÚ¸ ÒÂ‰˚, ËÏÂ˛˘‡fl ÙÓÏÛ ÒÙÂ˚ ‡‰Ë-
ÛÒ‡ a (ËÒ. 6.11, á),  Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ÒÊ‡ÚËfl Ë ÔÓÍÓËÚÒfl.
Ç ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ÒÙÂ‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‚ÓÁ‚‡˘‡Ú¸Òfl ‚ Ò‚ÓÂ ÌÂ‰ÂÙÓÏËÓ-
‚‡ÌÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ˝ÚÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÎÌ‡, ÍÓÚÓ‡fl
‰ÓÎÊÌ‡ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ

vR(R, 0) = 0 Ë 
    
θ

θ
( , )

, ,
, ,

R
R a
R a

0
0

0=
≤
>





 ÂÒÎË 
  ÂÒÎË 

(6.269)

„‰Â vR Ë θ Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ Ë ‰ËÎ‡Ú‡ˆË˛.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

v = grad U, 
    
Pa

U

t
= −ρ ∂

∂
0

Ë

θ = –Pa /ρ0c
2,

Ï˚ ‚ÏÂÒÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÈ (6.252) ËÏÂÂÏ

ϕ(R) = 0 Ë 
    
χ θ( ) , ,

, .
R c R a

R a
= ≤

>





2
0

0
 ÂÒÎË 

      ÂÒÎË 
(6.270)

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‰ËÎ‡Ú‡ˆËfl θ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ Ë,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ÓÚ ÒÙÂ˚, ‡„ÛÏÂÌÚ ÙÛÌÍˆËË θ ‡‚Ìfl-   
ÂÚÒfl

R – ct.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (6.270) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
χ θ( ) ,

, .
z c z a

z a
= ≤

>





2
0

0
,  ÂÒÎË 

      ÂÒÎË 
(6.271)

ä‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÙÂ˚ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ,
ÔË˜ÂÏ ·ÎËÊ‡È¯ËÈ Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ Ì‡ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËË R – a, ‡ R + a ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË p ·Û‰ÂÚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ¸ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ
ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂÌË
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R a
c

R a
c

t− +≤ ≤ .

Ç ÒËÎÛ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚ ÒÙÂË˜ÂÒ-
ÍÓÈ Ó·ÓÎÓ˜ÍÂ ÚÓÎ˘ËÌ˚ 2a.

àÁ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (6.270) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl
ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ (6.266) Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl, Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ

    
U R t z z dz

cR R ct

R ct

( , ) ( ) . =
−

+

∫
1

2
χ

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (6.271), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
U R t zdz

c

c

R R ct

a

( , ) =
−
∫

1

2

2
0θ

ËÎË

    
U R t a R ct

c

R
( , ) [ ( ) ]. = − −

θ0 2 2

4
(6.272)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
θ ∂

∂
= 1

2c

U

t
,

‰ËÎ‡Ú‡ˆËfl ‚ÌÛÚË ÁÓÌ˚ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËfl ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
θ

θ
= −0

2
R ct

R

ËÎË

    

θ

θ0 2
= −R ct

R
, (6.273)

„‰Â

ct – a ≤ R ≤ ct + a.

ê‡‰ËÛÒ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÒÂÂ‰ËÌÛ Ó·ÓÎÓ˜ÍË,

Rm = ct.

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.273) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚·ÎËÁË ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÙÛÌÍˆËfl θ
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚Ó ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ‰‡ÌÌÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË Ó·Î‡ÒÚË (R > Rm) ‰ËÎ‡Ú‡ˆËfl ËÏÂÂÚ ÚÓÚ ÊÂ ÁÌ‡Í, ˜ÚÓ Ë θ0, ‡ ‚Ó ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË (R < Rm) – ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚È.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl θ ‚ ÚÓ˜Í‡ı ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÂÏ
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θ/θ0 = a/2R

Ë ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ R.
ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚‚ÂÒÚË

ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ë ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ U ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú, ÍÓÚÓÓÂ ‰ÓÎÊÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË.

àÁ (6.262) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
U R t F R ct f R ct

R
( , ) .( ) ( ) = + + −

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (6.267), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
U R t F ct R F ct R

R
( , ) ,( ) ( ) = + − −2

2
 ÂÒÎË R → 0,

ËÎË, ‡ÁÎ‡„‡fl ÙÛÌÍˆË˛ F ‚ fl‰ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË R = 0, ËÏÂÂÏ

U(0, t) = 2F′(ct). (6.274)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÔÂ‚ÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (6.262), ÔËıÓ‰ËÏ Í ÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÙÛÌÍˆËÈ f ′ Ë F′:

    
′ + ′ =F z f z

z
z z( ) ( ) [ ( )]∂

∂
ϕ

Ë

    
′ − ′ =F z f z z

c
z( ) ( ) ( )χ .

éÚÒ˛‰‡

    
2 ′ = +F z z

c
z z z

z
( ) ( ) [ ( )]χ ϕ∂

∂
,

Ë ‚ÏÂÒÚÓ (6.274) ËÏÂÂÏ

    
U t t ct t ct

t
( , ) ( ) [ ( )].0  = +χ ϕ∂

∂
(6.275)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‚˚‡ÁËÎË ÔÓÚÂÌˆË‡Î ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ˜ÂÂÁ
ÙÛÌÍˆËË ϕ Ë χ.

èËÏÂÌflfl ˝ÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Í ‚ÓÎÌÂ (6.270), ‚˚Á‚‡ÌÌÓÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ ÒÊ‡ÚÓÈ
ÒÙÂÓÈ, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
U t c t ct a

ct a
( , ) ,

, .
0

0
2

0 ,  ÂÒÎË 
 ÂÒÎË 

= <
>





θ

ëÎÛ˜‡È 3: ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Á‡‰‡Ì˚ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ Ó·˙ÂÏÂ V,
ÓÍÛÊÂÌÌÓÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Σ  (ËÒ. 6. 11, a). ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‚˚‡ÁËÚ¸ ÔÓ-
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ÚÂÌˆË‡Î U ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t ˜ÂÂÁ
ÙÛÌÍˆËË ϕ Ë χ, Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÔÓ‰ıÓ‰, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚È èÛ‡ÒÒÓÌÓÏ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡‰ËÛÒ‡ R Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl p. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË. Ç‚Â‰ÂÏ ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡:

    
U R t U g t dSm

SR
( , ) ( , ) ,  = ∫

1

4 2π
(6.276)

„‰Â g Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S.
äÓÌÂ˜ÌÓ, ÙÛÌÍˆËfl Um(R, t) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‡‰ËÛÒ‡ R Ë ‚ÂÏÂÌË t Ë Ó·˚˜ÌÓ ÌÂ

ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p. ç‡ÔËÏÂ, ‚‡¸ËÛfl ‡‰ËÛÒ R
ÔË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏ ‚ÂÏÂÌË, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Um. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,
ÂÒÎË ‚ÓÎÌ‡ Â˘Â ÌÂ ‰ÓÒÚË„Î‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË Um

‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. íÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ ‚‡¸ËÓ‚‡ÌËÂ ‚ÂÏÂÌË ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛
ÙÛÌÍˆËË Um Ì‡ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.276) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
U R t U g t dm( , ) ( , ) ,  = ∫

1

4π
Ω (6.277)

„‰Â dΩ  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÚÂÎÂÒÌ˚È Û„ÓÎ, ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË ‚Ë‰ÂÌ ËÁ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Um(R, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËÂÈ ÒÍ‡-
ÎflÌ˚ı ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓ‚ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚-
ÌÂÌË˛. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl Um ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍËı ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú θ Ë ϕ, ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

RUm(R, t) = F(R + ct) + f (R – ct).

Ç‚Ó‰fl ÒÂ‰ÌËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ

    
ϕ

π
m

S

U g d= ∫
1

4
0( , ) Ω

Ë (6.278)

    
χ

π ∂
m

S

U g

t
d= ∫

1

4

0( , ) Ω ,

Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È Ò‚Ó‰ËÏ Í ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏÛ. á‡ÚÂÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (6.275), Á‡ÔË¯ÂÏ
ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Um ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú:

    
U t t ct t ctm m m

t
( , ) ( ) [ ( )].0  = +χ ϕ∂

∂
(6.279)

ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ,

Um(0, t) = U(0, t).
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ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË R → 0 ËÏÂÂÏ

    
U R t UdS U t U tm

R

S

R
( , ) ( , ) ( , ),   = → =∫

1

4 42 2
0 0

π π
 ÂÒÎË R → 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‡ÊÂÌË˛

    
U t ct d t ct dt

t
( , ) ( ) ( ( ) )0

4

1

4
 = + ∫∫

π π

∂

∂
χ ϕΩ Ω

ËÎË

    
U t ct dS ct dS

c t t c tS S

( , ) ( ) ( )0 1

4

1

4

1
2 2

 = + 





∫ ∫

π π

∂

∂
χ ϕ , (6.280)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

R = ct.

îÓÏÛÎ‡ (6.280) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ì‡ÈÚË ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ÔË
ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ Á‡‰‡Ì˚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl. ùÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛ-
ÎÓÈ èÛ‡ÒÒÓÌ‡.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÙÓÏÛÎ˚ (6.280), ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ,
˜ÚÓ ‚ÌÛÚË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Σ  ËÏÂÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÂ‚Ë˜Ì˚ı
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0. ä‡Ê‰˚È
ËÁ ˝ÚËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ÍÓÚÓ‡fl ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÚÓ˜ÍË
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p (ËÒ. 6.11, a) ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ˚, ‚˚-
Á‚‡ÌÌ˚Â ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Ì‡ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÔËıÓ‰flÚ ‚ ÂÂ ˆÂÌÚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ, Ë ·Î‡„Ó‰‡fl Ëı ËÌÚÂÙÂÂÌ-
ˆËË ÙÓÏËÛÂÚÒfl ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡. àÁ ËÒ. 6.11, a ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÂ‚‡fl
‚ÓÎÌ‡ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ˝ÚÛ ÚÓ˜ÍÛ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = d/c. ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚
Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ Ï‡Î‡ ˜‡ÒÚ¸ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
Sm. ë ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÔÎÓ˘‡‰¸ Sm Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Ú‡ÍÊÂ ÏÓÊÂÚ ‚ÓÁ‡ÒÚË, ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚
ËÏÂ˛Ú ÔÓ˜ÚË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â Ù‡Á˚. ç‡ÍÓÌÂˆ, ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = D/c Ì‡·Î˛-
‰‡ÂÚÒfl ı‚ÓÒÚ ‚ÓÎÌ˚, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â Ó‰ËÌ ÔËÏÂ (ËÒ. 6.11, â), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË
t = 0 ÙÛÌÍˆËfl ϕ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, ‡ χ ËÏÂÂÚ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ÌÛÚË Σ.
ä‡Í Ë ÒÎÂ‰Ó‚‡ÎÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ÙÓÏÛÎ‡ èÛ‡ÒÒÓÌ‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒËÎ¸ÌÓ ÛÔÓ˘‡-
ÂÚÒfl, Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ

    
U p t

S

c t
( , ) . =

χ

π

Σ

4 2
(6.281)

á‰ÂÒ¸ SΣ Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÎÓ˘‡‰¸, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Σ  Ë
ÒÙÂ˚ S ‡‰ËÛÒ‡

R = ct
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Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ˝ÙÙÂÍÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Á‡‚ËÒËÚ
ÓÚ ‡ÁÏÂ‡ Ë ÙÓÏ˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË SΣ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËfl p. àÁ ËÒ. 6.11, â ÎÂ„ÍÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚È ÒË„Ì‡Î ‚ ÚÓ˜ÍÂ p1
·Û‰ÂÚ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p2, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ ·Û-
‰ÂÚ ·ÓÎ¸¯Â.

6.8. èÖêÖïéÑ ä ÉÖéåÖíêàóÖëäéâ ÄäìëíàäÖ

èËÒÚÛÔËÏ ÚÂÔÂ¸ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ‚ÓÎÌ Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌÓÈ Í‡-
ÚËÌ˚ ‚ ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛: λ → 0.
ëÌ‡˜‡Î‡ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÒÂ‰Â ËÏÂÂÚÒfl ˝Í‡Ì Ò ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚. á‡ÚÂÏ, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸
Ì‡ Û‡‚ÌÂÌËË ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡, Ï˚ Ó·ÒÛ‰ËÏ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È.

ê‡ÌÂÂ ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ (ÒÏ. ÙÓÏÛÎÛ 6.97), ˜ÚÓ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û U
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÁ‡‰Ë ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

        
i p A dS

ik R R

e
S RR

e

λU ( ) ,
( )

=
+

∫
e cos( ,  )

1

1

n R (6.282)

„‰Â R Ë R1 – ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‰Ó, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛-
‰ÂÌËfl Ë ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡; Se – ÔÎÓ˘‡‰¸ ÓÚ‚ÂÒÚËfl (ËÒ. 6. 12, à). ë ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ
‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ Ô‡‡ÏÂÚ k ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ, Ë ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚-
‡ÊÂÌËÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒËÎ¸ÌÓ ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘ÂÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚fl‰ ÎË
‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÓ‡Ì‡ÎËÁËÓ‚‡Ú¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË U , ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛfl ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ˜ËÒÎÂÌÌÓÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ. ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ·˚Î
ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ Ó˜ÂÌ¸ ÔÓÒÚÓÈ Ë ˝ÎÂ„‡ÌÚÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰. Ç ÙÓÏÛÎÂ (6.282) ÔÓ‰ ËÌ-
ÚÂ„‡ÎÓÏ ÒÚÓËÚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

      

cos( , ) en R

RR

ik R R

1

1( )+

Ë Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl
Í‡Í

R + R1 = const. (6.283)

ùÚË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ÏË, ËÏÂ˛˘ËÏË Ó·˘ËÂ ÙÓÍ‡Î¸Ì˚Â ÚÓ˜-
ÍË p1 Ë p (ËÒ. 6. 12, à). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÌË„‰Â ÌÂ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl
ÔÓÌflÚËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÒÂ‰˚, Ï˚ Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ˜ÂÂÁ ρ.

åÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÍËı ˝ÎÎËÔÒÓË‰Ó‚. Ç ˜‡ÒÚ-
ÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÓÌ ‚˚-
ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÔflÏÛ˛ ÎËÌË˛ pp1. ê‡ÒÒÚÓflÌËÂ

ρ + ρ1

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÍ‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ, „‰Â

ρ = pO Ë ρ1 = p1O,



309

‡ ÚÓ˜Í‡ O fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÙÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÔflÏÓÈ Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛
˝Í‡Ì‡.

ç‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ ËÌÚÂ„‡Î ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl
(6.282) Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Â„Ó
‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔË λ → 0. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔflÏ‡fl pp1 ÔÂ-
ÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡ ÓÚ‚ÂÒÚË˛, Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÍÛ„Ó‚ÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ Ò ˆÂÌÚ-
ÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O. ê‡‰ËÛÒ ˝ÚÓ„Ó ÒÂ˜ÂÌËfl ‡‚ÌflÂÚÒfl x, ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÒÂ˜ÂÌËfl ‰Ó ÚÓ˜ÂÍ p1 Ë p ‡‚Ìfl˛ÚÒfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, R Ë R1:

R2 = ρ2 + x2,     R x1
2

1
2 2= +ρ

ËÎË

    
R x= +ρ

ρ
1

2

2
 Ë 

    
R x
1 1

2

1
2

1= +ρ
ρ

. (6.284)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ Ó·Â ÚÓ˜ÍË p1 Ë p Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‰‡ÎÂÍÓ ÓÚ
˝Í‡Ì‡,  ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ å‡ÍÎÓÂÌ‡ ‰Îfl ÙÛÌÍˆËÈ R Ë R1:

    
R x≈ +







ρ

ρ
1 1

2

2

2
 Ë 

    
R x
1 1

2

1
2

1 1

2
≈ +









ρ

ρ
. (6.285)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

R + R1 = ρ + ρ1 + m, (6.286)
„‰Â

    
m x= + +













1 1
21

2

ρ ρ
...,     

    
dm x dx= +













1 1

1ρ ρ
. (6.287)

êËÒ. 6.12.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓ-
ÏÛÎ (6.283) Ë (6.285) (a);
ÚÓ˜Í‡ O Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ì‡ ˝Í‡ÌÂ
(á); ÚÓ˜Í‡ O Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ-
‰ÂÎ‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl (â)



310

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ô‡‡ÏÂÚ m ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ, Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚, ÔÎÓ-
˘‡‰¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ÍÛ„‡ ‡‰ËÛÒ‡ x, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ˝ÎÎËÔÒÓ-
Ë‰‡ Ë ˝Í‡Ì‡.

ä‡Ê‰˚È ËÁ ˝ÚËı ÍÛ„Ó‚ ÏÓÊÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í Ì‡·Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÍÓ-
ÎÂˆ Ò ÔÎÓ˘‡‰¸˛

dSr = 2π x dx,

ÎË·Ó, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (6.287), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
dS dm f dmr = =

+

2

1 1 1

π

ρ ρ/ /
. (6.288)

á‰ÂÒ¸

    
f =

+

2

1 1 1

π

ρ ρ/ /
. (6.289)

Ñ‡ÎÂÂ, ‚‚Â‰ÂÏ ÙÛÌÍˆË˛ ϕ(m), ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Û˛ ÚÛ ˜‡ÒÚ¸ ÍÓÎ¸ˆ‡ ‡‰ËÛÒ‡ x, ÍÓ-
ÚÓ‡fl ÛÏÂ˘‡ÂÚÒfl  ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl:

0 ≤ ϕ(m) ≤ 1,
Ú.Â.

dSe = ϕ(m)dSr = f ϕ(m)dm,

„‰Â dSe Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÎÓ˘‡‰¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÓÚ‚ÂÒÚË˛ (ËÒ. 6. 12, á). í‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ Ó·Î‡ÒÚË ÓÚ‚ÂÒÚËfl ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡ÌËÂÏ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÍÛ„Ó‚˚ı ÍÓÎÂˆ.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‰Ó·ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‡Á‰ÂÎ¸ÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÒËÚÛ‡ˆËË:
‡) ÚÓ˜Í‡ O ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl Ì‡ ˝Í‡ÌÂ;
·) ÚÓ˜Í‡ O Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl.
ç‡˜ÌÂÏ Ò ÔÂ ‚Ó„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Ì‡ ËÒ. 6.12, á. èÓÒÎÂ ‚‚Â‰ÂÌËfl

Ô‡‡ÏÂÚ‡ m ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (6.282) ÏÓÊÌÓ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ¸ ÔÓ
˝ÚÓÏÛ Ô‡‡ÏÂÚÛ, ËÏÂfl m1 Ë m2 ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌËÊÌÂ„Ó Ë ‚ÂıÌÂ„Ó ÔÂ‰ÂÎÓ‚:

m1 ≤ m ≤ m2.

àÁ ËÒ. 6.12, ‚ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÂ ˜‡ÒÚË ÍÓÎÂˆ, ÍÓÚÓ˚Â ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Ï
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ m1 Ë m2, ‡‚Ìfl˛ÚÒfl ÌÛÎ˛:

ϕ(m1) = ϕ(m2) = 0. (6.290)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ

      
F m f m

RR
( ) ( )= ϕ cos( , )n R

1

Ë ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.286) – (6.288), ÙÓÏÛÎÛ (6.282) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

      
i p A F m dmik

m

m
ikmλ ρ ρU ( ) ( )( )= +

∫e e1

1

2

. (6.291)
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àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ‰‡ÂÚ

    
F m dm F m dm

m

m
ikm ikm

m

m

m

m
ikmF m

ik ik
( ) ( ) .( )

1

2

1

2

1

21
∫ ∫= − ′e e e (6.292)

Ç ÒËÎÛ (6.290) ÔÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (6.292) ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ, Ë Ï˚ ÔÓÎÛ-
˜‡ÂÏ

      
U ( ) ( ) ,p F m dm

m

m
ikm= ′∫

1

2
1

2

π
e

Ú‡Í Í‡Í

k = 2π/λ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl, ÒÚÓfl˘‡fl ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ËÌÚÂ„‡ÎÂ, ËÏÂÂÚ ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘ËÈ
ı‡‡ÍÚÂ, ˝ÚÓÚ ËÌÚÂ„‡Î ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË k → ∞. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚
ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ‚ÓÎÌ‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p
ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ, ÂÒÎË ÔflÏ‡fl pp1 ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ˝Í‡Ì. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ
ÚÓ„Ó, ËÏÂÂÚÒfl ‚ ˝Í‡ÌÂ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ ËÎË ÌÂÚ. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl
‚ÓÎÌ‡ ‚ Ú‡ÍËı ÚÓ˜Í‡ı ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ‚ÓÎÌ, ‚ÓÁÌËÍ¯Ëı
Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÚ‚ÂÒÚËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ÏË ÚÓ˜-
Í‡ÏË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÊÂÒÚÍËÈ ˝Í‡Ì, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÓÎ-
Ì‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚ ÁÓÌÂ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÌË. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚ Â‡Î¸ÌÓÈ ÒËÚÛ‡-
ˆËË, ÍÓ„‰‡ λ ≠ 0, ‚ÒÂ„‰‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‰ËÙ‡ÍˆËfl Ë, ‰Ó ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË,
‚ÓÎÌ˚ ‚ÒÂ„‰‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú ‚ ˝ÚÓÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ÚÓÓÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÚÓ˜Í‡ O ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl „‰Â-ÚÓ ‚
ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ‚ÂÒÚËfl (ËÒ. 6. 12, â). ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.287) ËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ ÌÛÊÌÓ,
Ì‡˜ËÌ‡fl ÒÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl m = 0, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÎÓ˘‡‰¸ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÎÓÒ˚ Ú‡ÍÊÂ
‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛.  ç‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

0 ≤ m ≤ ma

‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ÍÛ„Ó‚˚ı ÍÓÎÂˆ ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ÓÚ‚ÂÒÚË˛ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

ϕ(m) = 1.

àÁ ËÒ. 6.12, â ıÓ Ó¯Ó ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÓÚ Â‰ËÌËˆ˚ ‰Ó
ÌÛÎfl ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË m = ma Ë m = m2:

1 ≥ ϕ(m) ≥ 0.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.291) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      
i p A F m dmik

m
ikmλ ρ ρU ( ) ( ) .( )= +

∫e e1
2

0

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ‰‡ÂÚ
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F m dm F m dm

m
ikm ikm m m

ikmF m

ik ik
( ) ( )( )

0
0

0

2
2

21
∫ ∫= − ′e e e

ËÎË

      
U ( ) ( ) ( )

( )

p F m F m dm
A

ik
ikm m m

ikm= − + ′










+

∫
e

e e
ρ ρ

π

1
2

2

2 0
0

. (6.293)

ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ËÌÚÂ„‡Î ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ ÔË λ → 0. áÌ‡˜ÂÌËÂ
ÔÂ‚Ó„Ó ˜ÎÂÌ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‚ÂıÌÂÏÛ ÔÂ‰ÂÎÛ, Ú‡ÍÊÂ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ϕ(m2) = 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

      
U ( ) ( )

( )

p F
A

ik

=
+

e
ρ ρ

π

1

2
0 . (6.294)

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

ϕ(0) = 1, 
      

cos( ,  ) ,n R

RR1 1

1=
ρρ

‡ Ú‡ÍÊÂ ÙÓÏÛÎÛ (6.289), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
F( )0 2

1

=
+

π

ρ ρ
(6.295)

Ë, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.293),

      
U ( ) .

( )p A ik
=

+

+

ρ ρ

ρ ρ

1

1e (6.296)

ùÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ
‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË ρ + ρ1 ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ÍÓÚÓ‡fl ·˚Î‡ ·˚ ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ
˝Í‡Ì‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰˚È ‡Á, ÍÓ„‰‡ ÔflÏ‡fl pp1 ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÓÚ‚ÂÒÚËÂ,
‚ÓÎÌ‡ ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÚÓÈ, ˜ÚÓ ·˚Î‡ ·˚ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â. ÑÛ-
„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl
‚‰ÓÎ¸ Ô flÏÓÈ ÎËÌËË. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 6.13, a, á, Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡-
ÂÚÒfl ‚ÌÛÚË ÍÓÌÛÒ‡ Ò ‚Â¯ËÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p1, ·ÓÍÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó
Í‡Ò‡ÂÚÒfl Í‡fl ÓÚ‚ÂÒÚËfl. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚ÌÂ ˝ÚÓ„Ó ÍÓÌÛÒ‡, ‚ ÁÓÌÂ „ÂÓÏÂÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ÚÂÌË ‚ÓÎÌ‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ (R → 0) ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌ-
Ì‡fl Í‡ÚËÌ‡ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ÔÂÚÂÔÂ‚‡˛Ú ‡Á˚‚
Ì‡ ·ÓÍÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÍÓÌÛÒ‡. ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ‚ Â‡Î¸ÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË,
ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚÓ„Ó, Ì‡ÒÍÓÎ¸ÍÓ Ï‡Î‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚,  ‰ËÙ‡ÍˆËfl ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl  ‚
ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÁÓÌ˚ ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ˝Í‡ÌÂ ËÏÂÂÚÒfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÓÚ‚ÂÒÚËÈ.
íÓ„‰‡ ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ λ → 0 ‚ÒÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ ÏÓÊÌÓ ‡Á·ËÚ¸ Ì‡ ‰‚Â
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˜‡ÒÚË. é‰Ì‡ ˜‡ÒÚ¸, „‰Â ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı ÎËÌËÈ, ÒÓÒÚÓ-
ËÚ ËÁ ÔÛ˜ÍÓ‚ ÎÛ˜ÂÈ, ‡ ‚ ‰Û„ÓÈ ˜‡ÒÚË Ó·˙ÂÏ‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÔÓÍÓÂ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË
Ù‡ÍÚÓ‡ÏË, ‡ ËÏÂÌÌÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ‡ÁÏÂ-
ÓÏ, ÙÓÏÓÈ Ë ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ÓÚ‚ÂÒÚËfl, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ         
(λ → 0) Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍÓÈ. éÌÓ Ë„‡ÂÚ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ
‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË, ‡ Â„Ó ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ˜ÂÚ˚ ·Û‰ÛÚ ÓÔËÒ‡Ì˚ ‚ Ó‰ÌÓÈ
ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı „Î‡‚.

á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ Í „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒ-
ÚËÍÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡. ëÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÒÎÛ˜‡Ë, ÍÓ„‰‡ ÔË ÒÚÂÏÎÂÌËË
‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ λ Í ÌÛÎ˛ ‚ÒÂ Â˘Â Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‰ËÙ‡ÍˆËfl. ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË
Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÔËÏÂ‡.

êËÒ. 6.13.  èÂÂıÓ‰ Í „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍÂ (a, á, â); ÍÛ„Î˚È ˝Í‡Ì ‡‰ËÛÒ‡ a (ã)
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èËÏÂ 1: ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ÂÒÎË ÚÓ˜Í‡ O Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Á‡ ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ÓÚ‚Â-
ÒÚËfl (ËÒ. 6.12, ·), ÚÓ

U (p) → 0,    ÂÒÎË   λ → 0.

é‰Ì‡ÍÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ËÒÍÎ˛˜ÂÌËfl ËÁ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‚ËÎ‡, Ì‡ÔËÏÂ ÍÓ„‰‡ ÍÓÌÂ˜Ì‡fl
˜‡ÒÚ¸ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó Í‡fl ˝Í‡Ì‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ó‰ÌËÏ ËÁ ‰‚Ûı „‡ÌË˜Ì˚ı ÍÛ„Ó‚,
ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ËıÒfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË

m1 = const Ë m2 = const.

Ç Ú‡ÍËı ÒÎÛ˜‡flı ÏÌÓÊËÚÂÎË ϕ(m1) Ë ϕ(m2) ÌÂ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
ÔÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.292) ÌÂ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ. éÚÒ˛‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡ (‚ ÁÓÌÂ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÌË) ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÓÎÌ‡. àÌ˚ÏË
ÒÎÓ‚‡ÏË, ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‚ÓÎÌ ÌÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ëı ÔÓÎÌÓÏÛ ‚Á‡ËÏÌÓÏÛ „‡¯ÂÌË˛,
ÂÒÎË Í‡È ˝Í‡Ì‡ ËÏÂÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Û˛ ÍÛ„Ó‚Û˛ ÙÓÏÛ. ç‡ÔËÏÂ, ˝ÚÓ
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ÍÓ„‰‡ ÚÓ˜ÍË p1 Ë p ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ Ì‡ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÂ, ÔÓıÓ‰fl-
˘ÂÏ ˜ÂÂÁ ˆÂÌÚ ÍÛ„‡ ( ËÒ. 6. 13, ã), Ë ËÏÂÌÌÓ ˝ÚÓÚ Í Û„ fl‚ÎflÂÚÒfl ˝Í‡ÌÓÏ
(ÓÒÚ‡Î¸Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ÔÓÁ‡˜Ì‡). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.282)
ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

        
i p A x dx

ik R R

RR
λ πU ( ) .

( )
=

+∞

∫
e

cos( ,  )1

10

2n R (6.297)

å˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ρ = ρ1, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ R = R1 = r, ‡ Ú‡ÍÊÂ

      
cos( ,  )n R = =

ρ ρ

R r
.

Ñ‡ÎÂÂ, ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (6.284) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

r2 = ρ2 + x2,    x dx = r dr.

éÚÒ˛‰‡  ‚ÏÂÒÚÓ (6.297) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
i p A ikr

a

dr

r
λ π ρ

ρ

U ( ) =
+

∞

∫2 2
2

2 2

e . (6.298)

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ‰‡ÂÚ
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∞
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àÌÚÂ„ËÛfl ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÓÌ Ó·-
‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸ ÔË λ → 0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
U ( )

( )
p A

a

ik a=
+

+ρ

ρ

ρ

2 2 2

2 2 2

e . (6.299)

ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 6.13, ã, ÔÓÚÂÌˆË‡Î Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ì‡ Í‡˛
˝Í‡Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

      
U1

1
2 2

1
2 2

= =
+

+
A A

ikR ik a

R a

e e
ρ

ρ
.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.289) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

      
U U( )p

a

ik a=
+

+1
2 2 2 1

2 2ρ

ρ

ρe ,

‡ ÙÛÌÍˆËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË I ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË ‰ËÒÍ‡ Í‡Í

êËÒ. 6.14.  àÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„ÎÓ„Ó ˝Í‡Ì‡ (a); ˝Í‡Ì Ò ÍÛ„Î˚Ï ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ (á);
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„ÎÓ„Ó ÓÚ‚Â ÒÚËfl (â); ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Ë
ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl (ã)
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I p I

a
( ) ,=

+

1
4

2

2 2 0
ρ

ρ
(6.300)

„‰Â I0 – ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ Í‡˛ ˝Í‡Ì‡.
ä‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ï˚ ÛÊÂ Ó·ÒÛÊ‰‡ÎË ˝ÚÓÚ Ô‡‡‰ÓÍÒ‡Î¸Ì˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ËÁÓ·‡-

ÊÂÌÌ˚È Ì‡ ËÒ. 6.14, a. àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.300) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ
‚Ò˛‰Û ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË ρ, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÚÓ˜ÂÍ ‚·ÎËÁË ‰ËÒÍ‡. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ,
ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó·Î‡ÒÚË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂ-
ÌË. éÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ I/I0 ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌË-
ÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ρ ÏÂÊ‰Û ˝Í‡ÌÓÏ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ p Ë ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÒÚÂÏËÚÒfl Í
ÁÌ‡˜ÂÌË˛ 0,25.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ, ÚÓ

I → I0, ÂÒÎË ρ → ∞,

Ú.Â. Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÔËÒÛÚÒÚ‚ËÂ ˝Í‡Ì‡ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
ÌËÍ‡Í ÌÂ ‚ÎËflÂÚ Ì‡ ÚÓ˜ÍË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â Ì‡ ÓÒË ρ. ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ,
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (6.300) ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÍÓÌˆÂÔ-
ˆËË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ ÔË λ → 0. àÌÓ„‰‡
Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ‰ËÙ‡ÍˆËÂÈ èÛ‡ÒÒÓÌ‡. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÌÓ-
‚‡ ÔÓ‰˜ÂÍÌÛÚ¸, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.300) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÓÒË ρ, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔflÏ˚Â

m = const

ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Í‡ÂÏ ‰ËÒÍ‡. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÏ, ‰‡ÌÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚÒfl ‚
ÚÓ˜Í‡ı, ÌÂ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı ˝ÚÓÈ ÓÒË, Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰Îfl ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË λ → 0.

èËÏÂ 2: ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÁ‡‰Ë ÍÛ„Ó‚Ó„Ó ÓÚ‚ÂÒÚËfl

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ˝Í‡Ì Ò ÍÛ„Ó‚˚Ï ÓÚ‚ÂÒÚËÂÏ Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚
‚‰ÓÎ¸ Â„Ó ÓÒË ρ (ËÒ. 6. 14, á). èË‰ÂÊË‚‡flÒ¸ Ô Â‰ÔÓÎÓÊÂÌËÈ Ë Ó·ÓÁÌ‡˜Â-
ÌËÈ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÔËÏÂ‡, ‚ÏÂÒÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.298) ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
i p A

a
ikr dr

r
λ π ρ
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e (6.301)

àÌÚÂ„ËÛfl ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ËÈÒfl ˜ÎÂÌ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÈ ËÌ-
ÚÂ„‡Î, ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ÔË λ → 0, ËÏÂÂÏ

      
i p

A

ik r

ikr a

λ
π ρ

ρ

ρ

U ( ) =
+

2

2

2

2

2 2

e

ËÎË

      
U ( )p A

a

ik ik a

= −











=

+

+

ρ

ρ ρ

ρ ρ

2

2

2

2

2 2

2 2

e e

    

A

a

ik ik ae
e

2 2

2 2

2

2
1

2 2ρ ρ ρ

ρ

ρ

ρ
−











+

+ −( ) . (6.302)



317

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ Ì‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı
‡ÒÒÚÓflÌËflı ÓÚ ÓÚ‚ÂÒÚËfl:

ρ >>  a.

íÓ„‰‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ÙÓÏÛÎ˚

    

ρ

ρ

2

2 2a +
≈ 1, 

    
a a2 2

2

2
+ − ≈ρ ρ

ρ
,

Á‡ÔË¯ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.302) ‚ ‚Ë‰Â

      

U ( ) .p iA A kaik
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ik
ik a

= −
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ρ ρ ρ ρe e e e sin (6.303)

ëÌÓ‚‡ ‚‚Ó‰fl ÙÛÌÍˆË˛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË I, Ì‡ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ

    

I

I

ka

0

2

2
sin2

ρ







 , (6.304)

„‰Â

    
I A

a

A
0

2

2 2

2

2
= ≈

+ ρ ρ
.

èÓ ÏÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl ρ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ I/I0 Ó·‡ÁÛÂÚ ÒËÒÚÂÏÛ Ï‡ÍÒËÏÛ-
ÏÓ‚ Ë ÏËÌËÏÛÏÓ‚, ÔË˜ÂÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò
Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ρ (ËÒ. 6.14, â).  ÇÒÂ Ï‡ÍÒËÏÛÏ˚ ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û,
‡‚ÌÛ˛ Â‰ËÌËˆÂ, ‡ ‚ÒÂ ÏËÌËÏÛÏ˚ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. ÑÎfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı
‡ÒÒÚÓflÌËÈ, ÍÓ„‰‡ 2ρ > ka2, ÙÛÌÍˆËfl I/I0 ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛.

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ÔËÏÂÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ë ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÎÂÊ‡Ú Ì‡ ÓÒË ρ, Ë ÏÂÊ-
‰Û ÌËÏË ÌÂÚ ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ˝Í‡Ì‡. ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸ ÔÓ˝ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ
λ → 0 ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ·Û‰ÂÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸Òfl ÓÚ ÌÛÎfl ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ÓÒË ρ. é‰-
Ì‡ÍÓ, Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.304), ‚ÏÂÒÚÓ ˝ÚÓ„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ·ÓÎ¸¯ÓÂ
˜ËÒÎÓ ÚÓ˜ÂÍ, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ‚ÓÎÌ‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl ρ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â I0.

Ç ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ Ë ÔËÂÏÌËÍÓÏ Ì‡-
ıÓ‰ËÚÒfl ÍÛ„Ó‚ÓÈ ˝Í‡Ì, ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÒÚÂÏËÚÒfl Í I0 ÔË ρ → ∞. äÓÌÂ˜ÌÓ,
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÔÓÎÂÈ ‚ Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ô‡‡‰ÓÍÒ‡Î¸ÌÓÂ. àÌ-
ÚÂÂÒÌÓ Ú‡ÍÊÂ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. Ç ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÓÚ‚ÂÒÚËfl Í‡ÚËÌ‡ ‰Ë-
Ù‡ÍˆËË î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ρ = const ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏÛÏ
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ‰ÓÎÊÂÌ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ì‡ ÓÒË ρ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰‡ÌÌÓÂ
ÔË·ÎËÊÂÌËÂ ÔËÏÂÌËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ I/I0, Á‡‰‡‚‡-
ÂÏÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (6.304), ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl.

ÑÓ ÒËı ÔÓ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË p Ë p1 ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ Ì‡ ÔÂÔÂÌ-
‰ËÍÛÎflÂ Í ˝Í‡ÌÛ. íÂÔÂ¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÂ·Â ·ÓÎÂÂ Ó·˘Û˛ ÒËÚÛ‡ˆË˛ (ËÒ.
6.14, â), Ë ÒÌÓ‚‡ ÔÓÒÚÓËÏ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ˝ÎÎËÔÒÓË‰Ó‚. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ
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ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í
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Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

rx + r1x ≈ ρ + ρ1 + m,

„‰Â, Í‡Í Ë ‡ÌÂÂ,
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



1 1

21

2

ρ ρ
.

èÓÒÎÂ‰Ì˛˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í Ô‡‡ÏÂÚ ÒËÒÚÂÏ˚ ˝ÎÎËÔÒÓ‚,
ÒÙÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ı ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡ ‚‡˘ÂÌËfl Ò ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚ¸˛ ˝Í‡Ì‡.

èÎÓ˘‡‰¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ÍÓÎ¸ˆ‡ ÒÂ˜ÂÌËfl ˝ÎÎËÔÒÓË‰‡

dSr = 2π x dx.

äÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÂÎflˆËfl ÏÂÊ‰Û ˝ÚÓÈ ÔÎÓ˘‡‰¸˛ Ë ÔÓÂÍˆËÂÈ Ì‡ ÓÚ-
‚ÂÒÚËÂ dSe, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓÎÓÒÓÈ, Ú.Â.

dSe = f1dSr = f dm,

„‰Â f – ÌÂÍÓÚÓ˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓÒÚË.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÎË ÔÎÓ˘‡‰ÍÛ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚ ‚Ë‰Â ÒËÒÚÂ-

Ï˚ ˝ÎÎËÔÚË˜ÂÒÍËı ÔÓÎÓÒ, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË
m Ë f (m).

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‰‡ÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰, ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‡ÊÂÌË˛ (6.291), ÍÓÚÓ-
ÓÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ú‡ÍÓÈ ÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â.

å˚ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡ÎË ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ Í „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍÂ
Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ˝Í‡Ì‡, ÔÓÏÂ˘ÂÌÌÓ„Ó ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÛ˛ ÒÂ‰Û.
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ÓÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl Ì‡ ·ÓÎÂÂ Ó·˘Ëı ÏÓ‰ÂÎflı ÒÂ‰˚ Ë ·Û‰ÂÏ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÙÓÏÛÎ˚, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl.
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6.9. ìêÄÇçÖçàÖ ùâäéçÄãÄ à ìêÄÇçÖçàÖ èÖêÖçéëÄ

ä‡Í Ï˚ ÁÌ‡ÂÏ ËÁ ËÁÛ˜ÂÌËfl ‚ÓÎÌ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â, Ëı ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

A(R, k) eikR. (6.305)

àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ Á‡‚ËÒËÚ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÓÚ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl R, ‡ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ù‡Á˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï ˜ÎÂÌÓÏ

eikR.

ë ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ λ ·ÎËÊÌflfl Ë ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì‡fl ÁÓÌ˚ Á‡ÌËÏ‡˛Ú
ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯ËÈ Ó·˙ÂÏ ‚ÓÍÛ„ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, Ë ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ λ → 0 Ô‡ÍÚË-
˜ÂÒÍË ‚Ò˛‰Û Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚‡fl ÁÓÌ‡.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì‡ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
c fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ãÂ„ÍÓ Û‚Ë-
‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U Ú‡ÍÊÂ Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡

∇2U + k2U = 0, (6.306)

‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ

k = ω/c

fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ ÔÂ‚Ó„Ó ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl

      
ρ ∂
∂

2

2

s
t

P= −grad 

Ë ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

s = grad U

ËÏÂÂÏ

    
P U

t
= −ρ ∂

∂

2

2

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. íÓ„‰‡ ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

      
div s = − 1

2c
P

ρ

‰‡ÂÚ

    
divgrad U

c
U

t
= 1

2

2

2

∂
∂

ËÎË

    
∇ − =2

2

2

2

1 0U
c

U

t

∂

∂
.



320

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (6.306).
èÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, Ú.Â. k → ∞, Ï˚ ·Û‰ÂÏ ËÒ-

Í‡Ú¸ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.306). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÓÚ
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÔË ˝ÚÓÏ ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï, ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË ÒÓ ÒÎÛ˜‡ÂÏ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
ËÒÍÓÏÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

        U = A ik Se 0 ( ) ,R (6.307)

„‰Â k0 – ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÂ‰˚; A – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡;
S – ÙÛÌÍˆËfl, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl ˝ÈÍÓÌ‡ÎÓÏ; R – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ.

í‡Í Í‡Í k0 → ∞, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î U fl‚ÎflÂÚÒfl ·˚ÒÚÓ ËÁÏÂÌfl˛˘ÂÈÒfl
ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. é‰Ì‡ÍÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A Ë ˝ÈÍÓÌ‡Î S
ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ Ë ÌÂ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË ÔË k0 → ∞.

àÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl (6.307) ËÏÂÂÏ

      
∂

∂

∂

∂

∂

∂

U

x

A

x

S

x

ik S ik Sik A= +e e0 0

0

ËÎË

      
∂

∂

∂

∂

∂

∂

U U
x

A

x

S

x

ik S ik= +e 0

0 . (6.308)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

2

2

2

2 0 0

2

2
0 0U U

x

A

x

A

x

S

x

S

x

ik S ik Sik ik= + + +e e

    
+ +





ik ik AS

x

A

x

S

x

ik S ik S
0 0

0 0∂

∂

∂

∂

∂

∂
e e . (6.309)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ k0 → ∞, ÔÂ‚˚Ï ˜ÎÂÌÓÏ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ÏÓÊÌÓ
ÔÂÌÂ·Â˜¸. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

2

2 0 0

2

2 0
2

2

2 0U U U
x

A

x

S

x

S

x

S

x
ik ik kik S= + − 





e

ËÎË

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

2

2 0
2

2

0

2

2
2 1

2

U U U
x

S

x

S

x

A

x

S

x
k ik− 





+ +








log
.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ Á‡ÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ‚ÚÓ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı 
      

∂

∂

2

2

U

y
 Ë

      
∂

∂

2

2

U

z
, Ë Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‚˚‡ÊÂÌË˛ ‰Îfl Î‡ÔÎ‡ÒË‡Ì‡ ∇2U:
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∇2U =     − k0
2 U D(S) + 2ik0U

    
grad grad log S A S⋅ + ∇





1

2
2 , (6.310)

„‰Â

    
D S S

x

S

y

S

z
( ) = 




+ 




+ 





∂

∂

∂

∂

∂

∂

2 2 2

(6.311)

Ë

    
∇ = + +2

2

2

2

2

2

2
S S

x

S

y

S

z

∂

∂

∂

∂

∂

∂
. (6.312)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË x, y, z Û‡‚ÌÂÌËÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡
ÏÓÊÌÓ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ:

      
∇ + = − −









 +

2 2
0
2

2

0
2

U U Uk k D S k

k
( )

      
+ ⋅ + ∇




=2 00

2 21

2
ik S A SU grad grad log . (6.313)

ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl, ÂÒÎË ÙÛÌÍˆËË A Ë S ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ-
‰Û˛˘ËÏ ‰‚ÛÏ ÛÒÎÓ‚ËflÏ:

    

∂

∂

∂

∂

∂

∂

S

x

S

y

S

z
n




+ 




+ 





=
2 2 2

2 , (6.314)

„‰Â

    
n k

k

c

c
= =

0

0 (6.315)

fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl, Ë

    
grad grad log S A S⋅ = − ∇2

2
. (6.316)

ÑËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ (6.314) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ë ‚ÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË.

ä‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl S(x, y, z) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï, Ï˚
ÏÓÊÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÙÛÌÍˆËË grad S Ë ∇2S. èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û A ÏÓÊÌÓ
ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.316), ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂÂÌÓÒ‡.

ãÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ (6.316) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‚Ûı ‚ÂÍ-
ÚÓÓ‚: ∇S Ë ∇log A, Á‡‚ËÒfl˘ÂÂ ÓÚ ∇log A ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË „‡‰ËÂÌÚ‡ S.
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‰‡ÊÂ ‚ ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Á˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, Ó-
ÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÛ grad S.
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ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (6.307), ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

S(x, y, z) = const (6.317)

ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚, Ú.Â. ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
Ö‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ÌÓÏ‡ÎË n0 Í Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl „‡‰ËÂÌ-
ÚÓÏ S:

      
n0

grad 

grad 
= S

S
(6.318)

Ë Á‡‰‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÔflÏÓÈ (ÎÛ˜‡), ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ˝ÈÍÓÌ‡Î‡.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ p1 ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
ÎÛ˜Ë ËÁ„Ë·‡˛ÚÒfl. Ç ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡-
Î‡ – ˝ÚÓ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÒÔÓÒÓ· ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı
ÎÛ˜ÂÈ Ë ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Û (6.315), ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â n = const Ë ÔÓÒÚÂÈ¯ËÏ Â¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (6.314) fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl

S = n(αx + βy + γz). (6.319)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ (6.314) ‰‡ÂÚ

α2 + β2 + γ2 = 1. (6.320)

îÛÌÍˆËfl S(x, y, z) ÒÓ‰ÂÊËÚ ‰‚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â; ÓÌ‡ ÓÔËÒ˚‚‡-
ÂÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ‡ ÎÛ˜Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔflÏ˚ÏË ÎËÌËflÏË, ÍÓÚÓ˚Â
Á‡‰‡˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

    

dx dz dy

α β γ
= = . (6.321)

ùÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛Ú ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ dl ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡

dl = dx i + dy j + dz k

Ë „‡‰ËÂÌÚ S

      
∇ = + + = + +S nS

x

S

y

S

z

∂

∂

∂

∂

∂

∂
α β γi k i kj j( )

Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ S – ÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ËÁ (6.316) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

∇S⋅∇ log A = 0, (6.322)

Ú.Â. ÙÛÌÍˆËfl log A Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, A ÏÓ„ÛÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ Ù‡ÁÓ-
‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ıÓÚfl ˝ÚÓ„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ÏÓÊÂÚ Ë ÌÂ ·˚Ú¸. Ç ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÓ‰-
ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.322) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl-
ÂÚÒfl ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜ÂÒÍË.

ÖÒÎË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ÚÓ Â¯ÂÌË-
ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.314) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl
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S = nR, (6.323)
„‰Â

    R x y z= + +2 2 2 .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
∂

∂

S

x

nx

R
= , 

    

∂

∂

S

y

ny

R
= , 

  
∂

∂

S

z

nz

R
=

Ë

grad S = 
    
n

R

R  = nR0.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ‚ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
(ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡) ÂÒÚ¸

S = nr Ë     r x y= +2 2 .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÓÔËÒ‡ÎË ÏÂÚÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ Â¯ÂÌËË Û‡‚ÌÂÌËfl        
˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂÂÌÓÒ‡, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘ËÈ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ‚ÓÎÌ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÒÂ‰Â ÔË λ → 0.

éÅãÄëíú, Ç äéíéêéâ ìêÄÇçÖçàü (6.314) à (6.316)
éëíÄûíëü ëèêÄÇÖÑãàÇõåà

èÓÎÂÁÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔË ÍÓÚÓ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ë Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ÔÂÂÌÓÒ‡ ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‚ÏÂÒÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔËÂÏÎÂÏÓÈ
ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛.

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë ‚ÂÌÂÏÒfl ÒÌÓ‚‡ Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (6.307) Ë Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡:

        U ( ) ( ) ( )r r r= A ik Se 0 (6.324)
Ë

      ∇ + =2
0
2 2 0U Uk n ,

„‰Â r – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ÚÓ˜ÍË:

r = x i + y j + z k.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ÒÎÛ˜‡È Ï‡Î˚ı ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ λ , ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÂ‰-
ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl n ‚ ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ‰ÎËÌ ‚ÓÎÌ Ï‡ÎÓ:

Λ|∇n| <<  n, (6.325)
„‰Â

  
Λ = λ

π2
, (6.326)

‡ |∇n| – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ „‡‰ËÂÌÚ‡, Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl, n.
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (6.325) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ËÁ-
ÏÂÌÂÌËÂ n

Λ|∇n|

Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ λ/2π ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò Ò‡ÏËÏ n.
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛

k = nk0 ËÎË 
    

1 1

0c c
n= ,

Ë grad n ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË c(r).
èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ (6.325) ÏÓÊÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡

ϕ(η) Ú‡ÍÊÂ Ï‡ÎÓ ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ Ë

Λ|∇A| <<  A. (6.327)

çÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.325) Ë (6.327) Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

Λ << 
  

n

n∇
 = L1 Ë Λ << 

  

A

A∇
 = L2.

á‰ÂÒ¸ L1 Ë L2 Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÏË ‰ÎËÌ‡ÏË ‰‡ÌÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë, ‡
Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ
grad n ÁÌ‡˜ÂÌËÂ L1 ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎ¸¯Â.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl n Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ L1 Ë ÔÂ‰-
ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÓÌ ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÔÓ˜ÚË ÎËÌÂÈÌÓ. íÓ„‰‡ Ï˚ ÏÓ-
ÊÂÏ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

n(r + L1) – n(r) ≈ L1⋅grad n

ËÎË

|n(r + L1) – n(r)| ≈ L1|∇n|.

á‰ÂÒ¸ L1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ, ‰ÎËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó
‡‚ÌflÂÚÒfl L1. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.328) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

n(r) = |∇n|L1.

ë‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ

|n(r + L1) – n(r)| ≈ n(r), (6.329)

Ú.Â. ËÁÏÂÌÂÌËÂ n ‚‰ÓÎ¸ L1 Ò‡‚ÌËÏÓ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Ò Ò‡ÏËÏ n.
èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË, ËÏÂÂÏ

|A(r + L2) – A(r)| ≈ |A(r)|. (6.330)

ÇÂÍÚÓ L2 Ú‡ÍÊÂ ËÏÂÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛, ‡ Â„Ó ‰ÎËÌ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl L2.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.328) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    

L1

Λ
 >>  1 Ë 

    

L2

Λ
 >>  1. (6.331)
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ùÚË ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÎËÌ˚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
ÔÂ‚˚¯‡˛Ú ‚ÂÎË˜ËÌÛ Λ.

Ç˚·Ë‡fl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ËÁ ‰‚Ûı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ L1 Ë L2:

L = min(L1, L2),

‚ÏÂÒÚÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ (6.331) ËÏÂÂÏ

L >>  Λ

ËÎË

    

Λ

L kL k nL
= =1 1

0

<< 1. (6.332)

êÄáãéÜÖçàÖ èéíÖçñàÄãÄ Ç ëíÖèÖççéâ êüÑ

èÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ Λ/L, ÔÂ‚˚È Ë ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛Ú Û‡‚ÌÂÌË˛ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ë Û‡‚ÌÂÌË˛ ÔÂÂÌÓÒ‡. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Í‡Í ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡-
Á‡ÌÓ, ‚ÍÎ‡‰ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ˜ÎÂÌÓ‚ ˝ÚÓ„Ó fl‰‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î, ÂÒÎË Λ/L <<
<< 1, Ú.Â. ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl Ï‡ÎÓ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË, ‡‚ÌÓÏ
‰ÎËÌÂ ‚ÓÎÌ˚.

ë ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl, ˝ÚÓ ‰ÓÎÊÌÓ ÓÁÌ‡˜‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚
ÍÓÂÍÚÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‡ÏÍ‡ı „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl-
˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl (6.328). óÚÓ·˚ Û‰ÓÒÚÓ‚ÂËÚ¸Òfl ‚ ˝ÚÓÏ, ‚‚Â‰ÂÏ ÌÓ‚˚Â ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚Â:

x1 = x/L, y1 = y/L, z1 = z/L

ËÎË

r1 = r/L, (6.333)

Ú.Â. ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÌÓÏËÛ˛ÚÒfl Ì‡ ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÛ˛
‰ÎËÌÛ L.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

U U x U

x x x L x
= =

1

1 1

Ë

      

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

1
2

1U U

x L x
= .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ,

      

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

1
2

1U U

y L y
= , 

      

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

1
2

1U U

z L z
= .
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
∇ = ∇2

2 1
21U U

L
, (6.334)

„‰Â

    
∇ = + +1

2
2

1
2

2

1
2

2

1
2

∂

∂

∂

∂

∂

∂x y z
.

ì‡‚ÌÂÌËÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

        ∇ + =1
2

0
2 2 2 0U U( ) ( )r r1 1k L n

ËÎË

        
∇ + =1

2
2

2
0U U( ) ( ) ,r r1 1

n

µ
(6.335)

„‰Â

    
µ = =1

0

0

k L L

Λ
(6.336)

fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ.
àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.333) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

∇1n = L∇n Ë ∇1A = L∇A (6.337)

Ë, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (6.328), Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
L n

n

nL

n
≈ =

∇ ∇1

 Ë 
    
L

A

A

A L

A
≈ =

∇ ∇1

ËÎË

∇1n ≈ n Ë |∇1A| ≈ |A|. (6.338)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÌÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x1, y1, z1 ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl
ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl n Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ A Ò‡‚ÌËÏ‡ ÔÓ ‚ÂÎË˜ËÌÂ Ò ÁÌ‡˜ÂÌËfl-
ÏË ˝ÚËı ‚ÂÎË˜ËÌ, ÍÓÚÓ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ·ÎËÁÍË Í Â‰ËÌËˆÂ.

î‡ÁÛ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (6.324) ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      
k S k L

S L

L

S
0 0

1 1( ) .
( / ) ( )

r
r r

= = 1

µ

îÛÌÍˆËfl S1(r1) ÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ, Ú.Â.

|∇1S1(r1)| ≤ 1.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î U Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

        U ( ) ( )
( )

r r
r

1 1

1

= A
i

S

e
1
µ . (6.339)
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ì˜ËÚ˚‚‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.334), ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

    
k S

x L

S

x
0

1

1

1∂
∂ µ

∂

∂
= , 

    

k S

x L

S

x
0

2

2 2

2
1

1
2

1∂

∂ µ

∂

∂
= ,

‡ Ú‡ÍÊÂ ÙÓÏÛÎÛ (6.309), ËÏÂÂÏ

      

∂

∂

∂

∂ µ

∂
∂

∂

∂ µ

∂

∂

µ µ µ
2

2 2

2

1
2 2

1

1

1
2

2
1

1
2

1
1 1 1

U

x L

A

x

i

L

A
x

S

x
iA

L

S

x

i
S

i
S

i
S

= + + +e e e

    

+ +














i

L

S

x
A
x

i S

x

i
S

i
S

A
2

1

1 1

1

1

1 1

µ

∂

∂
∂
∂ µ

∂

∂
µ µe e .

éÚÒ˛‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      
∇ + = ∇ +[ ∇ ⋅∇ + ∇ + ∇ ⋅∇ −2 2

2 1
2

1 1 1 1
2

1 1 1 1
1U Uk A A S S S A

L

i iA i

µ µ µ

    
− ∇




 + =A S k n A

i
S

i
S

µ

µ µ

2 1 1
2

0
2 2

1 1

0( ) .e e

ìÏÌÓÊ‡fl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ì‡ L2 Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

µ = 1/k0L,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
[ ( ) ] [ ] .n S A S A S AA ii

S
i
S

i
S

2
1 1

2
2 1 1 1 1

2
1 1

2
1 1 1

2 0− ∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ +∇ =
µ µ

µ µ µe e e (6.340)

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÚÂÔÂ¸ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û A ‚ ‚Ë‰Â fl‰‡ ÔÓ ÒÚÂÔÂÌflÏ µ:

        
U ( ) ( ),r r1

0
1

1

= 






=

∞

∑e
i
S

m

m

m
i

Aµ µ (6.341)

„‰Â ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ (1/i)m ‚‚Â‰ÂÌ ‰Îfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ.
èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (6.341) ‚ (6.340) Ë ÔË‡‚ÌË‚‡fl ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Â Ë

ÏÌËÏ˚Â ˜ÎÂÌ˚ Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÒÚÂÔÂÌflÏË µ, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(µ–2)  (∇1S1)
2 = n2,

(µ–1)  2(∇1A0 ⋅ ∇1S1) + A0    ∇1
2

1S  = 0,

(µ0)   2(∇1A1 ⋅ ∇1S1) + A1    ∇1
2

1S  = –    ∇1
2

0A , (6.342)

...     ...                             ...

(µm–1) 2(∇1Am ⋅ ∇1S1) + Am    ∇1
2

1S  = –    ∇ −1
2

1Am .
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ÇÓÁ‚‡˘‡flÒ¸ Í ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ËÏÂÂÏ

(∇S)2 = n2,

2(∇A0 ⋅ ∇S1) + A0∇
2S = 0,

2(∇A1 ⋅ ∇1S) + A1∇
2S = –L∇2A0,

...                                     ...

àÁ ÙÓÏÛÎ (6.342) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËfl fl‚Îfl-
˛ÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ë Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂÂÌÓÒ‡, ‡ ‚ÍÎ‡‰ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚
Ï‡Î, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ µ << 1.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÎÓÒÚ¸ µ Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl Í‡Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚
‚ÓÎÌ˚, Ú‡Í Ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ L , ˜ÚÓ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ·ÓÎÂÂ ÔÎ‡‚ÌÓÏÛ ËÁÏÂÌÂÌË˛
n. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Á‡ÍÓÌ‡ÏË
„ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË, ÂÒÎË ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl

Λ|∇n| <<  n Ë Λ|∇Ä| <<  A. (6.343)

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ‰ËÙ‡ÍˆË˛ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ÔÓÁ‡‰Ë ˝Í‡Ì‡,
„‰Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.343) ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÎËÒ¸ ‚·ÎËÁË Í‡fl ÓÚ‚ÂÒÚËfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
ÔË Î˛·ÓÈ ‰ÎËÌÂ ‚ÓÎÌ˚. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ˝ÚÓ, Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ λ ‚ÎËflÌËÂ ‰Ë-
Ù‡ÍˆËË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â, Ë ˝ÌÂ„Ëfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl  ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Í
ÚÓ˜Í‡Ï Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı ÎËÌËÈ. é‰Ì‡ÍÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ ÒÎÛ˜‡Ë,
ÍÓ„‰‡ ˝ÚÓ„Ó ÔÂÂıÓ‰‡ ÌÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.324), ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ‚ÓÎÌ‡ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í
ÔÎÓÒÍ‡fl. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î U ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

U(r) = A(r) eiωτ(r).

íÓ„‰‡, ‚˚ÔÓÎÌflfl ÚÛ ÊÂ ÔÓˆÂ‰ÛÛ, ˜ÚÓ Ë ‡ÌÂÂ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl
‚ÂÏÂÌË τ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ A. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË ÓÔËÒ‡ÌËË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
‡ÍÛÒÚËÍË, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ËÏÂÚ¸ ‰ÂÎÓ Í‡Í Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, Ú‡Í Ë Ò ‚ÂÏÂÌ-
Ì˚ÏË ÔÓÎflÏË. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ó·‡ ˝ÚËı ÔÓ‰ıÓ‰‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË.

èËÏÂ: ÔÎÓÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ Ò‰ÂÎ‡ÌÌ˚Â Ì‡ÏË ‚˚ÍÎ‡‰ÍË, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓÈ ÔËÏÂ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÔÎÓÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸
ÓÒË z, ‡ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÒÂ‰˚ Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ˝ÚÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡

∇2U + k2(z)U = 0 (6.344)

ıÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ Ë Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

U = A e±ikz, (6.345)

„‰Â A Ë k – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚.
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èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ λ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡Î‡, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ
˜ËÒÎÓ k(z) Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË λ, Ú.Â.

    

k z k z
k z

( ) ( )
( )

+ −λ  << 1.

ùÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡ ‚ ‚Ë‰Â, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜-
ÌÓÏ ÚÓÏÛ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ‰Îfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚:

U = A(z)eiϕ(z). (6.346)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â A = const Ë ∂ϕ/∂z = k = const, ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸,
˜ÚÓ ‚‡Ë‡ˆËË ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ Ï‡Î˚ ‚ Ï‡Ò¯Ú‡·Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ λ. ÅÂfl ÔÂ‚˚Â Ë
‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÚ U, ÔÓÎÛ˜ËÏ

U′ = A′eiϕ + Aiϕ′eiϕ(z) = (A′ + Aϕ′)eiϕ

Ë

U″ = (A″ + iA′ϕ′ + iAϕ″)eiϕ + [iA′ϕ′ – (ϕ′)2A]eiϕ =

= [A″ + 2iA′ϕ′ + iAϕ″ – A(ϕ′)2]eiϕ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.344) Á‡ÔË¯ÂÚÒfl Í‡Í

A″ + 2iA′ϕ′ + iAϕ″ + [k2(z) – (ϕ′)2]A = 0. (6.347)

èÓÔ˚Ú‡ÂÏÒfl ÚÂÔÂ¸ Ì‡ÈÚË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. é·Ó-
ÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ L ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ‚‡Ë‡ˆËË A(z) Ë ϕ(z) fl‚Îfl˛ÚÒfl Â˘Â
ÁÌ‡˜ËÏ˚ÏË. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

L >>  λ .

Ñ‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ˜ÎÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.347) ËÏÂ˛Ú
‡ÁÎË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ Ï‡ÎÓÒÚË. èÓÍ‡ÊÂÏ ˝ÚÓ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

    
′ ≈

+





 − −








f x
f x x f x x

x
( )

∆ ∆

∆
2 2 ∼

    

f x x

x

+







∆

∆
2 ,

ÂÒÎË

    
f x x+







∆
2

 >> 
    
f x x−







∆
2

.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

f ″(x) ≈ f (x)/(∆x)2.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

A′ ∼ A/L, A″ ∼ A/L2, ϕ″ ∼ ϕ′/L. (6.348)

éˆÂÌÍ‡ ˜ÎÂÌÓ‚ ‚ (6.347) ‰‡ÂÚ

A″ ∼ A/L2,
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2iϕ′A′ + iϕ″A ∼ ϕ′A/L

Ë

[k2(z) – (ϕ′)2]A ∼ A/λ2

‚ ÒËÎÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl

ϕ′ ∼ 1/λ  ≈ k.

ùÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ù‡Á‡ ϕ(z) ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÔÓ˜ÚË Ú‡Í
ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (6.347) ËÏÂ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚È ÔÓfl‰ÓÍ,
Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ÌËı ‰ÓÎÊÌÓ ‡‚ÌflÚ¸Òfl ÌÛÎ˛, ˜ÚÓ·˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚ¸ ˝ÚÓÏÛ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, Ï˚ ÔÂÌÂ·ÂÊÂÏ ÔÂ‚˚Ï ˜ÎÂÌÓÏ, ‚ ÒËÎÛ Â„Ó Ï‡ÎÓÒÚË.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰‚‡ Û‡‚ÌÂÌËfl:

(ϕ′)2 = k2(z) (6.349)

Ë

2ϕ′A′ + ϕ″A = 0. (6.350)

êÂ¯ÂÌËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl (6.349) fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl

ϕ′ = ± k(z)

Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

    
ϕ ξ ξ( ) ( ) .z k d

z

z

= ± ∫
0

(6.351)

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ï˚ Â¯ËÎË Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡.
ÇÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÚÂÔÂ¸ Í‡Í

    

′ ′′

′

′= = −A
A

k z
k z

ϕ

ϕ2 2
( )
( )

. (6.352)

Ö„Ó Â¯ÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËfl

    A z C k z( ) / ( ),= (6.353)

„‰Â C – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.
èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (6.351) Ë (6.353) ‚ (6.346), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

U = +














∫ − ∫1
1 2

0 0

k z
C C

i k d i k d
z

z

z

z

( )

( ) ( )

.e e
ξ ξ ξ ξ

(6.354)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË
ËÎË, ËÌ‡˜Â, ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ ÇÂÌˆÂÎfl – ä‡ÏÂ‡ – Å˛ÎÎ˛˝Ì‡
(ÇäÅ). ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î
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k d
z

z

( )ξ ξ
0

∫

ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ù‡Á˚ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË z0 Ë z.
àÁ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡

˝ÌÂ„ËË ÌÂ ‰ÓÎÊÌÓ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÓÚ z. ÑÓÍ‡ÊÂÏ ˝ÚÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ.
èÓÚÂÌˆË‡Î U ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    
U z t zC

k z
( ) [ ( )].

( )
= −cos ω ϕ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
s t z t zz

Ck z

k z

C z

k z
= − − + −′ ′( )

( )

( )

( )
[ ( )] [ ( )].

2 3
cos sinω ϕ ω ϕϕ

éÚÒ˛‰‡

      
vz

Ck z

k z

C z

k z
t z t z= − + − =′ ′( )

( )

( )

( )
[ ( )] [ ( )]ω ϕ ωω ϕ ω ϕ

2 3
sin cos

    
= − + −′Ck z

k z
t z C k z t z( )

( )
[ ( )] ( ) [ ( )].ω ω ϕ ω ω ϕ

2 3
sin cos

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰‡‚ÎÂÌËÂ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

    
P t z

C

k z
= −

ρ ω
ω ϕ0

2

( )
[ ( )].cos

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË ˜ÂÂÁ Â‰ËÌË˜ÌÛ˛ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÛ˛ ÓÒË z, Á‡ Ó‰ËÌ ÔÂËÓ‰ ‡‚ÌflÂÚÒfl

      
Y P dt C

T
z

T

= =∫
1 1

2

2
0

3

0

v ρ ω .


