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É Î ‡ ‚ ‡  3 .  ê‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ

3.1. êÄëèêéëíêÄçÖçàÖ Çéãç óÖêÖá ëàëíÖåì åÄëë
à èêìÜàç

èËÒÚÛÔËÏ ÚÂÔÂ¸ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ÌÓ‚Ó„Ó fl‚ÎÂÌËfl – ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl. ÇÌ‡˜‡ÎÂ Ï˚ ‰‡‰ËÏ Â„Ó Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ, ‡ Á‡ÚÂÏ ‚˚‚Â‰ÂÏ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‰‚ËÊÂÌËfl. ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ
ÔÓÒÚÂÈ¯Û˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÂ‰˚, ‡ ËÏÂÌÌÓ, Ó‰ÌÓÓ‰ÌÛ˛ ÔÛÊËÌÛ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ
‰ÎËÌ˚. èÛÒÚ¸ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ÎÂ‚˚È ÍÓÌÂˆ ÔÛÊËÌ˚
Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v. óÚÓ·˚ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ‡Ì‡ÎËÁ Ë ËÁ·ÂÊ‡Ú¸ ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓÒÚË Â¯‡Ú¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, Ï˚ ·Û‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
ÔË·ÎËÊÂÌÌÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Í‡Ê‰˚È ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ
ÔÛÊËÌ˚ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏÓÈ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‰‚Ûı ˜‡ÒÚÂÈ:

‡)   ÍÓÓÚÍÓÈ ÔÛÊËÌ˚ Ò ÌÛÎÂ‚ÓÈ Ï‡ÒÒÓÈ;
·)  ÌÂ·ÓÎ¸¯Ó„Ó Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡.
á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ Ë Ï‡ÒÒ‡ ˝ÚÓÈ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÏÓ‰ÂÎ¸
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÛ, ÒÓÒÚÓfl˘Û˛ ËÁ ÔÛÊËÌ (Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ‰ÎËÌ˚ Ë
ÊÂÒÚÍÓÒÚË) Ë ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÚÂÎ (Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ Ï‡ÒÒ˚), Í‡Í ˝ÚÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡
ËÒ. 3.1, a.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â Ï‡ÒÒ˚, m0 Ë m1, Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË   
t = 0 Ï‡ÒÒ‡ m0  Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ
˝ÚÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÛÊËÌ‡ ÒÊËÏ‡ÂÚÒfl Ë ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Ï‡ÒÒÛ
m1. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ‡ ÔÛÊËÌ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, ˝Ú‡
ÒËÎ‡ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Ì‡ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ ÍÓÌˆÂ ÔÂ‚ÓÈ ÔÛÊËÌ˚. ë
ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÔÛÊËÌ‡ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚ ÒÊËÏ‡Ú¸Òfl Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒËÎ‡
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ËÏÔÛÎ¸Ò ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m1, ÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜Ì˚Ï ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔË‚ÂÒÚË ÂÂ ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ï‡ÒÒ‡ m1 Ì‡˜‡Î‡ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛,
‡‚ÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ m0, ÚÂ·ÛÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÂ ‚ÂÏfl. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ
˝ÚÓ ‚ÂÏfl Á‡‰ÂÊÍË Í‡Í τ . äÓÌÂ˜ÌÓ, ‚ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ï‡ÒÒ‡ m1 Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ
‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ Ò Ï‡ÒÒÓÈ m0, ıÓÚfl Ë Ò „Ó‡Á‰Ó ÏÂÌ¸¯ÂÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl,
˜ÚÓ Ï‡ÒÒ‡ ÔÓÍÓËÚÒfl ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ ‚ÂÏÂÌË

0 < t < τ.

Ç ÍÓÌˆÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂÌË ‰ÎËÌ‡ l ÔÂ‚ÓÈ ÔÛÊËÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÌ¸¯Â Ë ‚ÂÎË˜ËÌÛ ÂÂ ÒÓÍ‡˘ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ Í‡Í

l – l1 = vτ,       (3.1)

„‰Â l1 – ‰ÎËÌ‡ ÔÛÊËÌ˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = τ.
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË t ≥ τ Ó·‡ ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ v, ÂÂ ‰ÎËÌ‡ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl Ë ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‡‚ÌÓÈ  l1. äÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÛÏÏ‡ ‚ÌÛÚÂÌ-
ÌËı ÒËÎ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m1,  ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. ä‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡ÒÒ‡ m1

ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÊ‡ÚË˛ ‚ÚÓÓÈ ÔÛÊËÌ˚ Ë ‚ÓÁÌËÍÌÓ-
‚ÂÌË˛ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m2. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÒÂ ÔÛÊËÌ˚ Ë Ï‡ÒÒ˚
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, Ï‡ÒÒ‡ m2 Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË

t = 2τ.

Ç ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‰ÎËÌ‡ ‚ÚÓÓÈ ÔÛÊËÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ ‰ÎËÌÂ ÔÂ‚ÓÈ
ÔÛÊËÌ˚. é·Ó·˘‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÏÓÊÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰‡Ú¸, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ‡,
‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ‡fl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË

L = nl       (3.2)

ÓÚ ÎÂ‚Ó„Ó ÍÓÌˆ‡, Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË

t∗ = nτ.       (3.3)

á‰ÂÒ¸ n Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓfl‰ÍÓ‚˚È ÌÓÏÂ Ï‡ÒÒ˚.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò Ú‡ÍËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂÏ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ Ï‡ÒÒ˚

‚ ÒËÒÚÂÏÂ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÌÂ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ: Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Ï‡ÒÒ‡
‚Ó‚ÎÂÍ‡ÂÚÒfl ‚ Ó·˘ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰ÂÊÍÓÈ. í‡ÍÓÈ ÚËÔ ‰‚ËÊÂÌËfl
Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ. éÌ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÔÂÂÌÓÒÂ ‰‚ËÊÂÌËfl
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ Ë ÔÛÊËÌ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ  ÒËÎ˚, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‰‚ËÊÂÌËfl, ÍËÌÂ-
ÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË.

ëäéêéëíú êÄëèêéëíêÄçÖçàü Çéãçõ

éÔÂ‰ÂÎËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÒËÒÚÂÏ˚, ÒÓ-
ÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ Ï‡ÒÒ Ë ÔÛÊËÌ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï‡ÒÒ‡ m2 Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò Á‡‰ÂÊ-
ÍÓÈ τ  ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡ÒÒ˚ m1, ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË Ï‡ÒÒ‡ÏË ‡‚ÌflÂÚÒfl
l, ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:

c = l/τ.       (3.4)

êËÒ. 3.1. ëËÒÚÂÏ‡ Ï‡ÒÒ Ë ÔÛÊËÌ (‡); ÒÏÂ-
˘ÂÌËfl Ï‡ÒÒ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË (·)
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é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÚÓ ÊÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ Ï‡ÒÒÛ  mn ‰‡ÌÌÓ„Ó Ï‡ÒÒË‚‡ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.2) Ë (3.3).

ç‡¯‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ‚˚‡ÁËÚ¸ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌÂÌËfl ˜ÂÂÁ ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ ÔÛÊËÌ˚ k Ë Ï‡ÒÒÛ m. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ
Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ Ë Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ËÏÔÛÎ¸ÒÓÏ ÒËÎ˚ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚ÓÏ ‰‚ËÊÂÌËfl.

ãÂ„ÍÓ Ì‡ÈÚË ÒËÎÛ F, ÍÓÚÓ‡fl ÔÂÂ‰‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ï‡ÒÒË‚‡ Ë ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ Í‡Ê‰ÓÈ Ï‡ÒÒ˚ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ

F = k(l–l1) = kvτ.       (3.5)

å˚ ·Û‰ÂÏ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ ÛÔÛ„Û˛ ÒËÎÛ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m, Í‡Í ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌ˛˛, Ë ËÒÍÎ˛˜ËÏ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl Ï‡ÒÒÛ m0, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÂÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÌÂ
‚˚Á‚‡ÌÓ ÒÊ‡ÚËÂÏ ÔÛÊËÌ˚. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ËÏÔÛÎ¸Ò ˝ÚÓÈ ÒËÎ˚

N = Ft∗

‡‚ÌflÂÚÒfl   ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Û ‰‚ËÊÂÌËfl Ï‡ÒÒ

Ft∗  = nmv,

Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.3) Ë (3.5), ÔÓÎÛ˜ËÏ

kv∗τ nτ = nmv.

éÚÒ˛‰‡

    τ = m k/ .       (3.6)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÂÂÌÓÒ‡ ‰‚ËÊÂÌËfl, Ú.Â. ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚

    c l k m= / .       (3.7)

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ˝ÚÓÚ ‚˚‚Ó‰, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ï‡ÒÒÛ m1 Ì‡ ËÌÚÂ‚‡-
ÎÂ ‚ÂÏÂÌË

τ < t < 2τ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰‚ËÊÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ˝Ú‡ Ï‡ÒÒ‡, ËÏÔÛÎ¸Ò ÒËÎ˚ Ë ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ‰‚Ë-
ÊÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ‡‚Ìfl˛ÚÒfl

N = Fτ = kvτ τ.  

éÚÒ˛‰‡

kv τ = mv   ËÎË      τ = m k/ ,

Ë Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÙÓÏÛÎÛ (3.6).
ùÚÓÚ ÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÎÂÁÌÓ ‚˚‚ÂÒÚË ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÂÊ‰Û ‡·ÓÚÓÈ Ë

˝ÌÂ„ËÂÈ. óÚÓ·˚ ÔË‚ÂÒÚË ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ï‡ÒÒË‚, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ Ï‡ÒÒ Ë ÔÛÊËÌ,
Í ÒËÒÚÂÏÂ ÔËÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ÒËÎ‡ F. á‡ ‚ÂÏfl t∗ Ï‡ÒÒ‡ m1 ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl Ì‡ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ

s1 = vt.
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ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡·ÓÚ‡, ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌÌ‡fl ÒËÎÓÈ, ‡‚ÌflÂÚÒfl

W = F s1 = kv τ vn τ  = kv2 n(l/c)2,       (3.8)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

F = kv τ,     t∗ = nτ = 
  
n l

c
.

ÅÎ‡„Ó‰‡fl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ÒËÒÚÂÏ‡, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ n Ï‡ÒÒ, ÔËÓ·Â-
Ú‡ÂÚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛, ‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ‡ÍÍÛÏÛÎËÛÂÚÒfl ‚ n
ÔÛÊËÌ‡ı, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ˝ÚË Ï‡ÒÒ˚. èË ˝ÚÓÏ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl n Ï‡ÒÒ
‡‚ÌflÂÚÒfl

    
E n mv=

2

2
.       (3.9)

‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl n ÔÛÊËÌ ‰ÎËÌ˚ l ÂÒÚ¸

    
U n vk l l k v nk l

c
= = =−( ) ( )1

2 2
2

2

22 2 2
τ .     (3.10)

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

W = E + V

Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.8) – (3.10), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
k v n nl

c
mv n kv l

c
 2

2 2 2 2

22 2






 = +

ËÎË

    c l k m= / ,

˜ÚÓ, ÍÓÌÂ˜ÌÓ ÊÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò (3.7).
á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ.
1. ëÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ c Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚:
‡)  ÊÂÒÚÍÓÒÚË ÔÛÊËÌ˚ k;
·) ‰ÎËÌ˚ ÔÛÊËÌ˚ l;
‚) Ï‡ÒÒ˚ m.
2. ëÓ„Î‡ÒÌÓ Á‡ÍÓÌÛ ÉÛÍ‡, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ÊÂÒÚÍÓÒÚË ÔÛÊËÌ˚ k Ú‡ ÊÂ Ò‡-

Ï‡fl ÒËÎ‡ ·Û‰ÂÚ ÔÂÂ‰‡‚‡Ú¸Òfl ÔË ÏÂÌ¸¯ÂÏ ÒÊ‡ÚËË ÔÛÊËÌ˚. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ,
˜ÚÓ ‚ÂÏfl Á‡‰ÂÊÍË τ , ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÂ ‰Îfl ÒÊ‡ÚËfl ÔÛÊËÌ˚, Ú‡ÍÊÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÌ¸¯Â.  CÍÓÓÒÚ¸ c ÔË ˝ÚÓÏ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl.

3. ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ Ï‡ÒÒ˚ ÂÂ ÛÒÍÓÂÌËÂ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl
ÔÂÂÌÓÒ‡ Ú‡ÍÓ„Ó ÊÂ ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚‡ ‰‚ËÊÂÌËfl ÚÂ·ÛÂÚÒfl ·ÓÎ¸¯‡fl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl
ÔÛÊËÌ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl.

4. ëÍÓÓÒÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËfl v ÌËÍ‡Í ÌÂ Ò‚flÁ‡Ì‡ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
‚ÓÎÌ˚ c. ÑÎfl ‰‡ÌÌÓ„Ó Ï‡ÒÒË‚‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ v ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÏÔÛÎ¸ÒÓÏ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ
ÒËÎ˚.
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é·˚˜ÌÓ ˝ÚË ÒÍÓÓÒÚË ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡ Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÓfl‰ÍÓ‚,
ÔË˜ÂÏ c >> v. èË ‚˚‚Ó‰Â ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‰Îfl ‚ÂÏÂÌË Á‡‰ÂÊÍË τ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÒÍÓÓÒÚË c Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ‰‚‡ ‡ÁÌ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰‡, Ë ‚ Ó·ÓËı ÒÎÛ-
˜‡flı ÒÍÓÓÒÚ¸ Ï‡ÒÒ v ÌÂ Ë„‡Î‡ ÌËÍ‡ÍÓÈ ÓÎË.

5.  ÑÓ ÒËı ÔÓ Ì‡¯Ë ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡-
ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÊ‡ÚËÂÏ ÔÛÊËÌ˚. àÌ˚Ï ÒÎÓ‚‡ÏË, Ï˚ ‡ÒÒÏ‡-
ÚË‚‡ÎË ‚ÓÎÌÛ ÒÊ‡ÚËfl, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Ó·Â ÒÍÓÓÒÚË ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ           
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ. í‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ      
Ï‡ÒÒ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‡ÒÚflÊÂÌË˛ ÔÛÊËÌ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÎÌ‡ ‡Ò-
ÚflÊÂÌËfl. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÍÓÓÒÚË c Ë v ËÏÂ˛Ú ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËfl.

Ç Ì‡¯ÂÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ÒÏÂ˘ÂÌËfl  sn Ë ÒÍÓÓÒÚË vn ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚
ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

    
s t

v t tn( )
,

( ),
=

− ∗







0
      

    

t t
t t
<
≥

∗

∗

,     (3.11)

Ë

vn (t) = vh (t – t∗),     (3.12)

„‰Â h (t – t∗) – ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú‡fl ÙÛÌÍˆËfl. èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË sn(t) ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡
ËÒ. 3.1·.

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ „Î‡‚Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÔË ÍÓÚÓ˚ı ‚ Í‡Ê‰˚È
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ÒÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÒËÒÚÂÏ˚ ·˚ÎË ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌ˚ ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ. íÂÔÂ¸
Ï˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‰Û„Û˛ Í‡ÚËÌÛ. Ç Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË Ï‡Ò-
ÒË‚ ÏÓÊÌÓ ÛÒÎÓ‚ÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ‰‚Â ˜‡ÒÚË. ÇÒÂ Ï‡ÒÒ˚ Ë ÔÛÊËÌ˚ ÔÂ‚ÓÈ
˜‡ÒÚË ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌ˚ ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‚ÚÓ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ ÔÓÍÓËÚÒfl.
Ç Ú‡ÍÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË „‡ÌËˆ‡ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ˜‡ÒÚflÏË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ
‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÈÒfl ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Ë ÔÂÂÏÂ˘‡˛˘ËÈÒfl
‚‰ÓÎ¸ Ï‡ÒÒË‚‡ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c.

èÓÒÚÓÚ‡ ÙÓÏÛÎ (3.11) – (3.12) Ó·˙flÒÌflÂÚÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ Ï˚ ÔÂÌÂ·Â„ÎË
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏË Ù‡ÍÚÓ‡ÏË, ‚ÍÎ˛˜‡fl ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÒËÎ˚ ÔÛÊËÌ˚, ‡Ò-
ÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ÔÂÂ‰ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ Ï‡ÒÒ. å˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂ-
ÌË  t = 0 Ï‡ÒÒ‡  m0 Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl
Í‡Í Í‡Ê‰‡fl ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Ï‡ÒÒ‡ ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ÚÛ ÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ò Á‡‰ÂÊÍÓÈ ÔÓ
‚ÂÏÂÌË τ ÔÓÒÎÂ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl Ï‡ÒÒ‡, Ì‡ıÓ‰Ë‚¯‡flÒfl
‚ ÔÓÍÓÂ, ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÛ˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓ, Ú.Â. ‚ ÏÓÏÂÌÚ Ì‡˜‡Î‡
‰‚ËÊÂÌËfl ÂÂ ÛÒÍÓÂÌËÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÏ. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ú‡ÍÓÂ
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ï˚ ÓÔË¯ÂÏ, ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ, Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ,
ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ˜ÂÚ˚ Â‡Î¸ÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl. èÛÒÚ¸, Í‡Í Ë ÔÂÊ‰Â, Ï‡ÒÒ‡ m0 Ì‡˜ËÌ‡-
ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0. èË ˝ÚÓÏ
ÔÂ‚‡fl ÔÛÊËÌ‡ ÒÊËÏ‡ÂÚÒfl, Ë ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m1. Ç
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Ï‡ÒÒ‡  m1 Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÌÂÍÓÚÓ˚Ï ÛÒÍÓÂÌËÂÏ Ë ÂÂ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ‡ÒÚÂÚ. ëÏÂ˘ÂÌËÂ Ï‡ÒÒ˚ m1 ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÊ‡ÚË˛ ‚ÚÓÓÈ ÔÛÊËÌ˚, ÍÓ-
ÚÓÓÂ ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÒËÎÛ, Ú‡ÍÊÂ ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Û˛ Ì‡ m1. ç‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ˝ÚÓÈ ÒËÎ˚
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ‰‚ËÊÂÌËfl. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, Í‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡˜ËÌ‡-
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ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ï‡ÒÒ‡ m0, ‰Û„ËÂ Ï‡ÒÒ˚ ‚ Ï‡ÒÒË‚Â Ú‡ÍÊÂ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚Ó‚ÎÂ˜ÂÌ-
Ì˚ÏË ‚ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ıÓÚfl Ëı ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡Î˚. ëÌ‡˜‡-
Î‡, ËÁ-Á‡ ËÌÂˆËË, ÒÊ‡ÚËÂ ÔÂ‚ÓÈ ÔÛÊËÌ˚ Ë„‡ÂÚ ÎË‰ËÛ˛˘Û˛ ÓÎ¸, Ë ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Ï‡ÒÒ˚ m1 ‡ÒÚÂÚ. é‰Ì‡ÍÓ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ÒËÎ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚Â ‚ÚÓÓÈ Ë ÔÓ-
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ÔÛÊËÌ‡ÏË, Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl, Ë Ëı ‚ÎËflÌËÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÛÏÂÌ¸¯Â-
ÌË˛ ÛÒÍÓÂÌËfl. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ Ï‡ÒÒ˚ m0 Ë m1

‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛, ‡ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡
m1, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. Ñ‚ËÊÂÌËÂ ‚ÚÓÓÈ Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘Ëı Ï‡ÒÒ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÚÓ˜ÌÓ
Ú‡Í ÊÂ, ÌÓ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰ÂÊÍÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. éÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÂ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯Ó„Ó ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ Ï‡ÒÒ‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ Ò‚ÓÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ. ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÓÌÓ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‚ÒÂ ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜Ì˚Ï.

Ç Ì‡˜‡ÎÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó ‡Á‰ÂÎ‡ Ï˚ Á‡ÏÂÌËÎË ÔÛÊËÌÛ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ Ï‡Ò-
ÒË‚ÓÏ ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ (ËÒ. 3.1, a) Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ Í‡Ê‰˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‰ÎËÌ˚ l
Â‡Î¸ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÂÌ ÒËÒÚÂÏÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡ Ï‡ÒÒ˚
m Ë ÔÛÊËÌ˚, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÌÛÎÂ‚Û˛ Ï‡ÒÒÛ Ë ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ k. àÁÛ˜ÂÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡-
ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ ‚‰ÓÎ¸ Ú‡ÍÓ„Ó Ï‡ÒÒË‚‡ ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ-
¯ÂÏ Ï˚ ÒÍÓÌˆÂÌÚËÛÂÏ Ì‡¯Â ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡ l Í‡Ê‰Ó„Ó
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î‡. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡,

    
F k kl Es

l
s
l

= = = ∗s ,     (3.13)

„‰Â Ô‡‡ÏÂÚ

E∗ = kl     (3.14)

‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÊÂÒÚÍÓÒÚË k ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‰ÎËÌ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚ l Ë ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÂÂ Ï‡ÚÂË‡Î‡.

Ç‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ ÔÛÊËÌ˚ ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÏ ÒÓÒÚÓflÌËË:

m = pl,     (3.15)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÒÍÓÓÒÚË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚
Á‡ÔË¯ÂÚÒfl  Í‡Í

    
c l k m l E pl E pl= = =∗ ∗

τ
/ / /2 .     (3.16)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÂÂıÓ‰fl ÓÚ ‰ËÒÍÂÚÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl Í ÒÎÛ˜‡˛ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ
ÔÛÊËÌ˚, Ì‡ıÓ‰ËÏ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÛÔÛ„Ó„Ó Ô‡‡ÏÂ-
Ú‡ E∗ (ÊÂÒÚÍÓÒÚË) Ë ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚ÓÁ·ÛÊ‰‡ÂÚ
ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚, ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ˜‡ÒÚÓÚ˚. àÌ˚ÏË
ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÓÎÌ˚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˜‡ÒÚÓÚ ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡-
ÂÚ, ˜ÚÓ ·Â„Û˘‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚ Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛-
˘‡fl ÒÓ·ÓÈ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚Ó˛ ÙÓÏÛ. ùÚÓ
‚‡ÊÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚Ó ÏÌÓ„Ëı ÒÎÛ˜‡flı, ıÓÚfl Ë ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡.
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ÇõÇéÑ ÇéãçéÇéÉé ìêÄÇçÖçàü

Ç˚‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ï‡ÒÒ˚ mn (ÒÏ. ËÒ.
3.1, a). èÛÒÚ¸   sn–1, sn Ë sn+1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ï‡ÒÒ mn–1 , mn Ë mn+1, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Á‡ÍÓÌÛ ÉÛÍ‡, ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ mn,
‡‚Ìfl˛ÚÒfl

Fn = k(sn–1 – sn),       Fn+1 = –k (sn – sn+1).     (3.17)

èËÏÂÌflfl ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl Ï‡ÒÒ˚ mn:

    
m F Fd s

dt

n
n n

2

2 1= + + .     (3.18)

á‰ÂÒ¸ Ï˚ Û˜ÎË ÚÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ
Ì‡ Ï‡ÒÒÛ, ËÏÂ˛Ú ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl  (3.17) ‚ (3.18),
ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛:

    
m k s s ss

t

n
n n n

∂

∂

2

2 1 1 2= + −− +( ).     (3.19)

èÛÒÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ï‡ÒÒ mn–1, mn Ë mn+1 ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË xn+1,
xn Ë xn+1. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ

sn–1 = s(xn–1),   sn = s(xn)  Ë  sn+1 = s(xn+1).

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÂÒÎË ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡ÎÓ,
ÔÂ‚‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË s(t) Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ ÂÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËÈ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

    
s s x xn n n

s
x

x
−







− −= = +1 1 2

∂
∂

∆ ∆

Ë

    
s s x xn n n

s
x

x
+ −







= = +1

2
∂
∂

∆ ∆ .     (3.20)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ÙÛÌÍˆËfl s(t) ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ÎËÌÂÈ-
Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ë ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡. é‰Ì‡ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ Ì‡
‡ÁÌ˚ı ËÌÚÂ‚‡Î‡ı ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÚÓ˜Í‡ı xn–1, xn  Ë sn+1  ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÒÓÓÚÌÓ¯Â-

ÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÙÛÌÍˆËÂÈ s(t) Ë ÂÂ ‚ÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚˜ËÚ‡fl
ÔÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.20) ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
s s s xn n n

s

x
− +− + = =1 1

2

2
22 ∂

∂
( )∆ ,     (3.21)

„‰Â ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂2s/∂x3 ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

xn–1 $< x < xn+1.
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èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (3.21) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.19) ‰‡ÂÚ

    
m x k xs x t

x

s x t

x

∂

∂

∂

∂

2

2
2

2

2
2( , ( ,( ) ( ) )  )∆ ∆= .

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

m = ρ∆x,

ËÏÂÂÏ

    

1
2

2

2

2

2c

s x t

t

s x t

x

∂

∂

∂

∂

( , ( , )  )= .     (3.22)

á‰ÂÒ¸ c – ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚, s(x, t) – ÒÏÂ-
˘ÂÌËÂ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ Î˛·Ó„Ó Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s(x, t)  Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‰‚Ûı ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚, Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.22)
ÒÓ‰ÂÊËÚ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‰Îfl Ó‰-
ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl.

èÂÊ‰Â, ˜ÂÏ ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í Ó·ÒÛÊ‰ÂÌË˛ Â¯ÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, Á‡ÏÂ-
ÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:

‡) ÔË ‚˚‚Ó‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl (3.22) Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË ‚ÚÓÓÈ Ë ÚÂÚËÈ Á‡ÍÓÌ˚
ç¸˛ÚÓÌ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡. ùÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï ‚Ó ‚ÒÂı
ÒÎÛ˜‡flı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ;

·) Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ˝ÎÂÏÂÌÚ, ÒÓÒÚÓfl˘ËÈ ËÁ ÚÂı Ï‡ÒÒ Ë ‰‚Ûı ÒÓÂ‰ËÌfl˛-
˘Ë ı Ëı ÔÛÊËÌ (ÒÏ. ËÒ. 3.1, a). Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ˝ÚË Ô ÛÊËÌ˚ ‰ÂÙÓÏËÛ-
˛ÚÒfl ÔÓ-‡ÁÌÓÏÛ, ˜ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÛÒÍÓÂÌËfl Û Ï‡ÒÒ˚ mn. èÓÏËÏÓ
˝ÚÓ„Ó, ÒÏÂ˘ÂÌËfl, ÒÍÓÓÒÚË Ë ÛÒÍÓÂÌËfl Ï‡ÒÒ mn–1, m Ë mn+1 Ú‡ÍÊÂ ÏÓ„ÛÚ ÓÚ-
ÎË˜‡Ú¸Òfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡;

‚) ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÛÒÍÓÂÌËÂ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ.
è‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ËÏË ‚ÌÂ¯ÌËÏË ÒËÎ‡ÏË,
ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚ÏË Ì‡ Ï‡ÒÒÛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.

3.2. êÖòÖçàÖ éÑçéåÖêçéÉé ÇéãçéÇéÉé ìêÄÇçÖçàü.
ÉêÄçàóçõÖ ìëãéÇàü

ä‡Í ·˚ÎÓ ÓÔËÒ‡ÌÓ ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓÔÓ-
‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ  s(x, t), ÍÓÚÓÓÂ ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1s x t

x c

s x t

t

( , ( , )  )= .     (3.23)

á‰ÂÒ¸

    c E= ∗ /ρ     (3.24)

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚. ì‡‚ÌÂÌËÂ (3.23) fl‚ÎflÂÚÒfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï
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Û‡‚ÌÂÌËÂÏ Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
Â¯ÂÌËÂÏ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÙÛÌÍˆËfl, ËÏÂ˛˘‡fl ‚ÚÓ˚Â
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ x Ë ‚ÂÏÂÌË t. í‡ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË, Í‡Í ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú‡fl
ÙÛÌÍˆËfl, ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË ‡Á-
˚‚‡.

åÖíéÑ ÑÄãÄåÅÖêÄ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ Â¯ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, Ë„‡˛˘ÂÂ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-
Ú‡Î¸ÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÚÂÓËË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.23)
fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‡Ï˚Ï ÔÓÒÚ˚Ï ‚‡Ë‡ÌÚÓÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ
Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s(x, t) Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Ó‰ÌÓÈ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚.

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Â¯ÂÌËÂ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl,
Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı, ËÒÚÓË˜ÂÒÍË ·˚ÎÓ ÔÓÎÛ˜Â-
ÌÓ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓ· Ë Ó¯Ë·ÓÍ. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, Ñ‡Î‡Ï·Â ÔÂ‰ÎÓÊËÎ Â¯ÂÌËÂ
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (3.23), ‚‚Â‰fl ‰‚Â ÌÓ‚˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â:

ζ = x – ct   Ë   η= x + ct.     (3.25)

á‡ÚÂÏ, ÔËÏÂÌflfl ˆÂÔÌÓÂ Ô‡‚ËÎÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl (ËÒ. 3.2, a) ÓÌ Á‡-
ÏÂÌËÎ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â

    

∂

∂

2

2

s

x
    Ë    

    

∂

∂

2

2

s

t

ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ζ Ë η.

êËÒ. 3.2.  ë‚flÁ¸ ÏÂÊÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËË  s(x, t) (‡); ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl
‚ÂÏÂÌË (á); ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó  ÙÓÌÚ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚ (â)
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ÑÂÈÒÚ‚Ûfl Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÂ‚˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â
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∂
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∂η
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∂
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s
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s
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s
t

s sc c= + = − + ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    

∂ς

∂
∂
∂x x

= =1,   
  

∂ς

∂t
c= −    Ë     

  

∂η

∂t
c= .

ÑÎfl ‚ÚÓ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ËÏÂÂÏ
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∂
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2 2
2s s s+ .     (3.26)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂2s/∂t2 Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

    

∂

∂

∂

∂ς

∂

∂ς ∂η

∂

∂η

2

2
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2

2

2 2

2
2s
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
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




 
.     (3.27)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (3.26) – (3.27) ‚ (3.23) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛:

    

∂

∂ς ∂η

2
2 0s

 
= .     (3.28)

á‰ÂÒ¸  ss = s, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ x-
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÛ.

Ñ‡ÌÌ˚È ‚Ë‰ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Â„Ó Â¯ÂÌËÂ Ó˜ÂÌ¸
ÔÓÒÚ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

    

∂
∂ς

∂

∂η

sx







 = 0

ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl ∂sx /∂η ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ζ, Ú.Â.

    

∂ ς η

∂η
ϕ ηsx ( , ( ) )

 
= ,

„‰Â ϕ (η) – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÓÚ η.
àÌÚÂ„ËÛfl ÔÓ η Ó·Â ˜‡ÒÚË ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
s d cx( , ( )ς η ϕ η η )= +∫ .     (3.29)
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á‰ÂÒ¸ C – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ η, ıÓÚfl ÓÌ ÏÓÊÂÚ fl‚ÎflÚ¸Òfl
ÙÛÌÍˆËÂÈ ÓÚ ζ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËfl  (3.29) fl‚ÎflÂÚÒfl, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ-
˜‡Â, ÒÛÏÏÓÈ ‰‚Ûı ÙÛÌÍˆËÈ, ÔË˜ÂÏ Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÌËı Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Ó‰ÌÓÈ
ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ, (η ËÎË ζ):

sx(ζ, η) = A f(ζ) + B q(η).     (3.30)

á‰ÂÒ¸

A f(ζ) = C,     B q(η) =
    
ϕ η η( )d∫ ,

‡ A Ë B – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ η Ë ζ. ä‡Í ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ
‰‡ÎÂÂ, ˝ÚË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â Ó·˚˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı Ë „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒ-
ÎÓ‚ËÈ.

íÂÔÂ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (3.25), Â¯ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡-
‚ËÚ¸ Í‡Í

sx(x, t) = A f (x – ct) + B q (x + ct).     (3.31)

èÓÒÏÓÚËÏ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, Í‡ÍÓÈ ÒÏ˚ÒÎ ËÏÂÂÚ ÙÛÌÍˆËfl f (x – ct), Á‡‚ËÒfl-
˘‡fl ÓÚ ‡„ÛÏÂÌÚ‡ ζ = x – ct. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‰‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌÓÈ ‰Ó ÚÂı ÔÓ, ÔÓÍ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‡ÁÌÓÒÚ¸ x – ct, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ
ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x Ë t. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓ-
ÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, Ì‡ÔËÏÂ, ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Ò Û‚Â-
ÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÒÒÚÓflÌËfl x ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÔÛÊËÌ˚ Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË  
f (x – ct)  ·Û‰ÂÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl Ì‡ ‚ÒÂ ·ÓÎ¸¯Ëı ‚ÂÏÂÌ‡ı.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (3.31), Ú.Â.

ÙÛÌÍˆËfl  g (x + ct), ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÎÂ‚Ó„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
Â¯ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ ‰‚Ûı ‚ÓÎÌ, ·Â„Û˘Ëı ‚ ÔÓÚË-
‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı. Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.

‡) îÛÌÍˆËfl f (x – ct) Ó·˚˜ÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl
ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x = 0. ùÚ‡ ‚ÓÎÌ‡ Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl ÔÂ‚Ë˜ÌÓÈ ËÎË Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌÓÈ. ìÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÏÓÊÂÚ ı‡‡ÍÚÂË-
ÁÓ‚‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÎÌ˚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı „‡ÌËˆ‡ı ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË
ÔÛÊËÌ˚. í‡ÍËÂ ‚ÓÎÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔÓıÓ‰fl˘ËÏË ËÎË ÔÂ-
ÎÓÏÎÂÌÌ˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‚
ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.

·) îÛÌÍˆËfl g (x + ct)  ÏÓÊÂÚ ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛-
˘ËÂ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ˜‡ÒÚflÏË ÔÛÊËÌ˚ Ò ‡ÁÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ρ Ë
E∗.

‚) å˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ x – ct Ë x + ct
ÏÓ„ÛÚ ı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ú‡ÍËÂ ÙÛÌÍˆËË fl‚-
Îfl˛ÚÒfl Â¯ÂÌËflÏË Û‡‚ÌÂÌËfl (3.23). äÓÌÂ˜ÌÓ, ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ‚ÏÂÒÚÂ ÒÓ Ò‚ÓËÏË ÔÂ‚˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË. ãÂ„ÍÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸,
˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËË ÓÚ ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚
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a ζ ± b     Ë     a η ± b         (3.32)

„‰Â a Ë b – ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚, Ú‡ÍÊÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡„ÛÏÂÌÚ˚ ÙÛÌÍˆËÈ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ
‚ÓÎÌ, ÏÓ„ÛÚ ËÏÂÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰:

  
β t x

c
±






 ,     α(x ± ct)        (3.33)

Ë

βt ± γ1x,     αx ± γ2t,

ÂÒÎË

    
γ β
1 =

c
,       γ2 = αc .

èËÒÛÚÒÚ‚ËÂ Á‰ÂÒ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ α Ë β fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Ï Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ
ËÁ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ Á‡‰‡˜Ë. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÙÛÌÍˆËfl

e(x – ct)

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, ÌÓ ÌÂ ËÏÂÂÚ ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÒÏ˚ÒÎ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÂÂ ‡„ÛÏÂÌÚ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Ï.

„) í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Î˛·‡fl ÙÛÌÍˆËfl f (x, t) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯Â-
ÌËÂÏ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (3.23) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÂÂ ‡„ÛÏÂÌÚ˚ x Ë t ‚ıÓ‰flÚ
‚ ÌÂÂ ‚ ‚Ë‰Â ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË (3.32). ç‡ÔËÏÂ, ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‚Ë‰‡

f [α (x2 – ct)]

ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ (3.23). ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ
Ì‡ÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ÊÂÒÚÍËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ x Ë
‚ÂÏÂÌÂÏ t, ıÓÚfl Ò‡ÏË ÙÛÌÍˆËË f (x, t) Ë g (x, t)  ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
Î˛·˚ÏË. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ
Â¯ÂÌËÈ. ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚË‚Ë‡Î¸Ì˚Ï, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
ÒÂ·Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ Ó‰ËÌ ËÁ
ÍÓÌˆÓ‚ ÔÛÊËÌ˚. ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ÓÌË ·Û‰ÛÚ ‚˚Á˚‚‡Ú¸ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ÒÓ‚Â¯ÂÌ-
ÌÓ ‡ÁÌ˚ı ‚ÓÎÌ, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ·Û‰ÂÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂ-
ÌË˛.

‰) èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚ ‚ÓÎÌ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
Ó‰ÌËÏË Ë ÚÂÏË ÊÂ ÙÛÌÍˆËflÏË f (x – t) Ë g (x + t), Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÙÓ-
Ï‡ ‚ÓÎÌ˚ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ x. äÓÌÂ˜ÌÓ, Í‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ,
Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ë ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÏÂı‡ÌË˜Â-
ÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÌÂ ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÚÂÔÎÓ.

Â) èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡„ÛÏÂÌÚÓÏ ÙÛÌÍˆËË f (ζ) fl‚ÎflÂÚÒfl

ζ = α (x – ct).

ùÚÓÚ ‡„ÛÏÂÌÚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓÙËÎ¸, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËÈÒfl
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ù‡ÁÓÈ ‚ÓÎÌ˚.

í‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ ‡„ÛÏÂÌÚ ÙÛÌÍˆËË g (η):
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η = α(x + ct)

fl‚ÎflÂÚÒfl Ù‡ÁÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËË.

Ê) ëÓ„Î‡ÒÌÓ (3.33) ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ÒÍÓÓÒÚ¸˛
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Ù‡Á˚ Ë ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛. èÓÁ‰ÌÂÂ  Ï˚ ÓÁÌ‡ÍÓÏËÏÒfl Ò

‰Û„ËÏ ÚËÔÓÏ ÒÍÓÓÒÚË, ‡ ËÏÂÌÌÓ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛.

ÑÖîéêåÄñàü à áÄäéç ÉìäÄ Ñãü èêìÜàçõ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÒÊ‡ÚËfl Ë ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ˜‡ÒÚËˆ˚ ‰‚Ë-
ÊÛÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ËÎË ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËË. í‡ÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl ÔÂÂÌÓÒÓÏ ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÎ˚ Ë ‰Â-
ÙÓÏ‡ˆËÂÈ ÔÛÊËÌ˚. óÚÓ·˚ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ, Ó·‡ÚËÏÒfl
ÒÌÓ‚‡ Í ‰ËÒÍÂÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Ô ÛÊËÌ˚ (ËÒ. 3. 1, a). ä‡Í · ̊ ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚
„Î‡‚Â 2, ÛÔÛ„ËÂ (‚ÓÒÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡˛˘ËÂ) ÒËÎ˚ ÔÛÊËÌ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ‰Ó Ë
ÔÓÒÎÂ Ï‡ÒÒ˚ mn, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËflÏË

Fn+1 = –k (sn – sn+1)

Ë (3.34)

Fn = –k (sn–1 – sn)

èÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÔÛÊËÌ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ‡ Ëı Ï‡ÒÒ‡ ‡ÒÔÂ-
‰ÂÎÂÌ‡ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÏÓÊÂÏ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÚ¸ ÔÂÂıÓ‰ Í ÒÎÛ˜‡˛ ÌÂÔÂ-
˚‚ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚. íÓ„‰‡ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Á‡ÔË¯ÂÚÒfl Í‡Í

sn–1 – sn =
  

∂
∂

s
x

x∆ ,

sn – sn+1 =
  
− ∂
∂

s
x

x∆ .

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‚ (3.34) ‰‡ÂÚ

Fn =
  
E s

x
x∗ ∂

∂
   Ë   Fn+1 =

  
E s

x
x∗ ∂

∂
       (3.35)

ËÎË

F(x, t) = 
    
E s x t

x
x∗ ∂

∂

( ,  ) .        (3.36)

á‰ÂÒ¸  sx = s.
ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (3.36) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ ‰Îfl ÔÛÊËÌ˚. èÓ ÓÔ-

Â‰ÂÎÂÌË˛, ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂sx/∂x Á‡‰‡ÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ËÁÏÂÌÂÌËfl
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛ ÔÛÊËÌ˚. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË Ó·‡ ÍÓÌˆ‡
ÔÛÊËÌ˚ ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËfl, ÚÓ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú Ë ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì‡fl ∂sx/∂x ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. Ç‚Ó‰fl ˝ÚÛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ
˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡Î, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ˝ÚÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡
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ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl ÎËÌÂÈÌ˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. èÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ∂sx/∂x Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ó·˚˜ÌÓ ‰Â-
ÙÓÏ‡ˆËÂÈ:

exx = ∂sx/∂x,       (3.37)

Ë Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ (3.36) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

Fx = E∗ exx       (3.38)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ∂sx/∂x < 0, ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÒÊ‡ÚËÂ ÔÛÊËÌ˚, ‡        
x-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒËÎ˚ Fx fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ. à Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË ∂sx/∂x > 0,
ÚÓ ÔÛÊËÌ‡ ‡ÒÚfl„Ë‚‡ÂÚÒfl Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ Fx fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ.

ÇõêÄÜÖçàÖ ÑÖîéêåÄñàà óÖêÖá ëäéêéëíà Çéãçõ à óÄëíàñ

ìÒÚ‡ÌÓ‚ËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÒÍÓÓÒÚ¸˛ xv , ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ exx Ë
ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓÈ ÒËÎ˚ Fx  ‰Îfl ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c.
ÇÌ‡˜‡ÎÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ÛıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ÓÎÌÓÈ. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ,
˜ÚÓ

sx = s0 f [α (x – ct)],

vx  = –α c s0 f′ [α (x – ct)],
(3.39)

ex x = α s0 f′ [α (x – ct)],

Fx = E∗ α s0 f′ [α (x – ct)].

„‰Â f′  –  Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ÔÓ ‡„ÛÏÂÌÚÛ α (x – ct).
àÁ ÙÓÏÛÎ (3.39) ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‚‡ÊÌÓÏÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛:

vx/c = –Fx/E
∗/ = –exx.        (3.40)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ‰Îfl ÔËıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚

sx (x, t) = s0 q [α (x + ct),

vx (x, t) = α c s0 q′ [α (x + ct),
(3.41)

exx (x, t) = α c s0 q′ [α (x + ct),

Fx (x, t) = E∗ α s0 q′ [α (x + ct)].

éÚÒ˛‰‡

vx/c = –Fx/E
∗ = –exx.        (3.42)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ ÒÍÓÓÒÚË ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡ ÔÛÊËÌ˚ Í ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚.

èÂÊ‰Â ˜ÂÏ ÔÂÂÈÚË Í ‡ÒÒÏÓÚÂÌË˛ ÔËÏÂÓ‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ ‚
ÔÛÊËÌÂ, ÔÓÎÂÁÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚ı Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ,
˜ÚÓ ÒËÎ‡ Fx ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚È ËÏÔÛÎ¸Ò. íÓ„‰‡, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔËÌ-
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ˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘Û˛ ‚ÓÎÌÛ Í‡Í      
‡ÁÌÓÒÚ¸ ‰‚Ûı ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. é‰Ì‡ ËÁ ÌËı ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ ÒÊ‡ÚËfl Ò
exx < 0 ‡ ‚ÚÓ‡fl – ‚ÓÎÌÛ ‡ÒÚflÊÂÌËfl Ò exx > 0.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.40) Ë (3.42), ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚˚‚Ó‰Û,
˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ ÔÂÍ‡˘ÂÌËfl ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚ ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ‰‚Ë-
„‡Ú¸Òfl Ë Â„Ó ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ. èËÏÂÌflfl ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î Ñ˛‡ÏÂÎfl (ÒÏ.
ÔËÎÓÊÂÌËÂ 8), Ú.Â., ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ÔËÌˆËÔ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË, ÏÓÊÌÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸,
˜ÚÓ Ú‡ÍÓÈ ÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ·Û‰ÂÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl ‚ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ
ÙÓÏ˚:

vx = 0,    exx = 0    Ë   fx = 0.        (3.43)

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡, ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì‡fl Ï‡ÒÒ‡ m ÔÓÒÎÂ
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ Nx Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÌÂÌÛÎÂ-
‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛

vx = Nx/m. (3.44)

ë‡‚ÌÂÌËÂ (3.43) Ò (3.44) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ˝ÙÙÂÍÚ˚ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡
ÒËÎ˚ Ì‡ ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÛ˛ Ï‡ÒÒÛ Ë Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚ ÔË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË
‚ÓÎÌ˚ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡. óÚÓ·˚ Ó·˙flÒÌËÚ¸ ˝ÚÓÚ Ó˜Â‚Ë‰Ì˚È Ô‡‡-
‰ÓÍÒ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl-
˛˘ÂÈÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ô ÛÊËÌ˚ (ËÒ. 3.2, á). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ‡fl
ÙÛÌÍˆËfl ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚·ÎËÁË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Û ÌÂÂ ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë
‡ÒÒÚÓflÌË˛.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛
Í ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚÛ Ô ÛÊËÌ˚ (ËÒ. 3.2, â). Ç ÔÂ‚ÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË,
‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ Â˘Â ÌÂ ‰ÓÒÚË„ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚, Ë ÚÓÚ ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚ Ì‡ıÓ-
‰ËÚ¸Òfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl. ëÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÏÓÏÂÌÚÛ ‚Â-
ÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.  
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ, ÒÍÓÓÒÚ¸, ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl Ë ÒËÎ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‡Á˚‚-
Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ x Ë t. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÔË ‚˚‚Ó‰Â ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó
Û‡‚ÌÂÌËfl Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ˝ÚË ÙÛÌÍˆËË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡ ÔÛÊËÌ˚ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÎË-
ÌÂÈÌÓ ÏÂÊ‰Û „‡ÌËˆ‡ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÌÂ ÓÔË-
Ò˚‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚, ÂÒÎË ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÂ-
‰ÂÎ‡ı ˝ÚÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ‚˚‚Ó‰ ÔËÏÂÌËÏ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ‚ÓÎÌ˚,
‰‡ÊÂ ÂÒÎË ‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ∂2sx/∂x2 Ë ∂2sx/∂t2  ÔËÌËÏ‡˛Ú ÍÓÌÂ˜Ì˚Â ÁÌ‡-
˜ÂÌËfl.

äÓ„‰‡ ‚ÓÎÌ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÔÂÂ‰ÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚ (ÚÂÚ¸Â ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËÂ), ‚ÒÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ Â„Ó ˜‡ÒÚËˆ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛
vx. Ç ˝ÚÓÚ ÊÂ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ‚ÚÓÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ ç¸˛ÚÓÌ‡, Ì‡ ÛÍ‡Á‡Ì-
ÌÛ˛ „‡ÌËˆÛ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡. ùÚÓ ‚˚Á‚‡ÌÓ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ
ÔÛÊËÌ˚, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ÔÂÂ‰ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Ï ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ. ç‡˜ËÌ‡fl Ò
˝ÚÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡, ÔÓÎÌ‡fl ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï‡ÒÒ‡
‰‚ËÊÂÚÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡
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ÒËÎ˚, fl‚Îfl˛˘Â„ÓÒfl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËÂÈ ‰‚Ûı ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚ı ÙÛÌÍˆËÈ Ò ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ˚Ï Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ÒÍÓÓÒÚÂÈ ˜‡ÒÚËˆ, ‰‚ËÊÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÔÂ-
Í‡˘‡ÂÚÒfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Î˛·‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒËÒÚÂÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚,
‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ
ÚÓ„Ó, Í‡Í ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÓÈ‰ÂÚ ˜ÂÂÁ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚, ÓÌ Ó·flÁ‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ Ó·˙flÒÌËÎË ‡ÁÌËˆÛ ÏÂÊ‰Û ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÂÏ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒËÎ˚ Ì‡ ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÛ˛ Ï‡ÒÒÛ Ë Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚ ÔË
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË ‚ÓÎÌ˚.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓÁ‡‰Ë ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌ-
Ú‡, ËÏÂ˛˘Â„Ó ÙÓÏÛ ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË (ËÒ. 3.2, â), ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl, Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÎÂ‚‡fl Ë Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚË
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‡‚Ìfl˛ÚÒfl ÌÛÎ˛. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (3.23) ÍÓÂÍÚÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚.

èéÇÖÑÖçàÖ ÇéãçéÇõï èéãÖâ

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚Ó„Ó ÔËÏÂ‡, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘Â„Ó ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ, ‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ‚ÓÎÌÛ ÒÊ‡ÚËfl, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÛ˛ Ì‡ ËÒ. 3.3. ë Û˜ÂÚÓÏ (3.40) ÒÍÓÓÒÚ¸
˜‡ÒÚËˆ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:

  
v Fx x

c

E
= −

∗
.

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x Ë ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì‡ ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÎÂ ÔÛÊËÌ˚ Fx.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,

vx = ∂sx/∂t,

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ  sx ÂÒÚ¸

sx (x, t) =

    

v dtx

t

t

1

∫ .        (3.45)

á‰ÂÒ¸  t1 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ‚ ÍÓÚÓ˚È ‚ÓÎÌ‡ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ sx, ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡flÒ¸, ‰ÓÒÚË-
„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = t2, ‡ Á‡ÚÂÏ ÓÒÚ‡-
ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.45), Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
Í‡Í

    

s F x t dt
x x

t

t
c

E

max ( , )= −
∗ ∫   >  0

1

2

,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ Fx fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒËÎ˚ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÚflÊÂÌËfl Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ
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ÔÓıÓÊËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú (ËÒ. 3.4). Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ, ‚˚Á‚‡Ì-
ÌÓÂ ‚ÓÎÌÓÈ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ,

    

s F x t dt
x

t

t
c

E

min ( , )= −
∗ ∫   <  0

1

2

.

íÂÔÂ¸ Ï˚ „ÓÚÓ‚˚ Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl, ÒÍÓÓÒÚË
Ë ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÎ˚ ‚ „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ï˚
ÁÌ‡ÂÏ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ sx (x, t), Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ Ò ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌ ̊  (ËÒ. 3.5, a,
á). ÇÌ‡˜‡ÎÂ, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌ‡ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t1,
ÙÛÌÍˆËfl  sx (x, t), Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸, Á‡ÚÂÏ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ-
„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ë ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸Òfl ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛ ‚ ÏÓÏÂÌÚ
‚ÂÏÂÌË  t = t2.

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ÙÛÌÍˆË˛ sx (x, t), ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ë ÒÌÓ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËfl (3.40) Ë (3.42), Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë ÛÔÛ„Û˛ ÒËÎÛ (ËÒ. 3.5,
a). èÓÒÎÂ‰Ìflfl ÍË‚‡fl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ó· ̇ flÒÌËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË sx (x, t). ÑÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÛ, ‚˚Á‚‡ÌÌÛ˛ ˝ÚÓÈ ÒËÎÓÈ, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
‚ ‚Ë‰Â ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚. é‰ËÌ ËÁ ÌËı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÓÎÌÂ
ÒÊ‡ÚËfl, Fx < 0, ÍÓÚÓ‡fl ÔËıÓ‰ËÚ ‚Ì‡˜‡ÎÂ Ë ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÛÊËÌ˚

êËÒ. 3.3.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ Fx(t), vx(t)
Ë sx(t) (‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl)
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‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. á‡ÚÂÏ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl Ë ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ‚ ÔÓ-
ÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÎÓ˘‡‰Ë Ac Ë At ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ
ÁÌ‡ÍÓÏ (ËÒ. 3.5, a), ˜‡ÒÚËˆ˚ ÔÛÊËÌ˚ ‚ÓÁ‚‡˘‡˛ÚÒfl ‚ Ò‚ÓÂ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÂ
ÔÓÎÓÊÂÌËÂ.

ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ÔÓÎÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÎÓ˘‡‰¸˛ ÔÓ‰ ÍË‚ÓÈ Fx (t).

Ñ‚‡ ‰Û„Ëı ÔËÏÂ‡ ‚ÓÎÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ËÒ. 3.6, a, á. Ç ÔÂ‚ÓÏ ÔË-
ÏÂÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÒÊ‡ÚËfl, ‚˚Á˚‚‡˛-
˘Â„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ˜‡Ò-
ÚËˆ˚ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ‰Ó ÚÂı ÔÓ ÔÓÍ‡ ÌÂ ÔÓfl‚ËÚÒfl ËÏÔÛÎ¸Ò ‡ÒÚflÊÂÌËfl Ë ÌÂ ‚Â-
ÌÂÚ ˜‡ÒÚËˆÛ ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ.

ÇÓ ‚ÚÓÓÏ ÔËÏÂÂ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˜‡ÒÚËˆ‡ ·˚Î‡ ÒÏÂ˘ÂÌ‡ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ Ò‚ÓÂ„Ó ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó ‚ÓÁÌËÍ ËÏÔÛÎ¸Ò ‡Ò-
ÚflÊÂÌËfl, Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó ·˚ÎË Ú‡ÍÓ‚˚, ˜ÚÓ ˜‡ÒÚËˆ‡ ÒÌÓ‚‡ ‚ÂÌÛÎ‡Ò¸ ‚
ËÒıÓ‰ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ, Ú.Â.

    

s F dtc

E
x

t

t

0

1

2

=
∗ ∫ .

é·ÒÛ‰ËÏ ÚÂÔÂ¸ Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl

êËÒ. 3.4.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ Fx(t),
vx(t) Ë sx(t) (‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl)
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‚‰ÓÎ¸ Ô ÛÊËÌ˚. ä‡Í ÏÓÊÌÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸ ËÁ ËÒ. 3.5, a Ë á, ÓÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÁÂ-
Í‡Î¸Ì˚Ï ÓÚ‡ÊÂÌËÂÏ ‰Û„ ‰Û„‡. èË ˝ÚÓÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ë
‚ÂÏÂÌË ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï Ë ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‰Îfl Î˛·ÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ Ó‰ÌÓÏÂ-
ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í
ÒËÒÚÂÏÛ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘Ëı ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË (ÒÏ. ÔË-
ÎÓÊÂÌËÂ 8). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, Ì‡ÔËÏÂ, ËÏÔÛÎ¸Ò, ÔËıÓ‰fl˘ËÈ ÔÂ‚˚Ï ‚ ÌÂÍÓÚÓ-
Û˛ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÛÊËÌ˚, ËÎË, ËÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ËÏÔÛÎ¸Ò, ÍÓÚÓ˚È ·˚Î
‡Ì¸¯Â ‰Û„Ëı Ò„ÂÌÂËÓ‚‡Ì Ì‡ Ó‰ÌÓÏ ËÁ ÍÓÌˆÓ‚ ÔÛÊËÌ˚. ÖÒÎË Ï˚ ‡ÒÒÏÓ-
ÚËÏ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl x, ÚÓ ÓÍ‡ÊÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝ÚÓÚ ËÏ-
ÔÛÎ¸Ò ÔÓ¯ÂÎ ·ÓÎ¸¯ÂÂ, ˜ÂÏ ‰Û„ËÂ, ‡ÒÒÚÓflÌËÂ. à Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÂÒÎË Ï˚ ‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ËÁ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚, ÔËıÓ‰fl˘Ëı ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, ÚÓ ‚ Î˛-
·ÓÈ Á‡‰‡ÌÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÍ‡ÊÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÓÌ ÔÓ¯ÂÎ Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÂ ‡ÒÒÚÓ-
flÌËÂ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÍË‚˚Â

sx (x)      Ë     sx (t),

vx (x)      Ë     vx (t),

Fx (x)     Ë     Fx (t),

exx  (x)    Ë     exx  (t)

fl‚Îfl˛ÚÒfl ÁÂÍ‡Î¸Ì˚Ï ÓÚ‡ÊÂÌËÂÏ ‰Û„ ‰Û„‡.

êËÒ. 3.5.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ sx, vx  Ë Fx
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àÚ‡Í, Ï˚ ‚˚‚ÂÎË ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÒÏÂ˘ÂÌËfl. íÂÔÂ¸, ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆËÛfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ó·Â ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (3.23), Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ
Û‡‚ÌÂÌË˛ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÍÓÓÒÚË:

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1v

x c

v

t

x x= .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ,

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1e

x c

e

t

xx xx= .

éÚÒ˛‰‡,  ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (3.38), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1F

x c

F

t

x x= .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÒÂ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Ë ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ‚ÓÎÌ˚
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛.

ëÇüáú åÖÜÑì Çéãçéâ à ÖÖ àëíéóçàäéå

å˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔËÏÂÓ‚ ‚ÓÎÌ ‡ÁÎË˜ÌÓÈ ÙÓÏ˚, ‚˚Á‚‡Ì-
Ì˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÏË Ì‡ ÍÓÌÂˆ ÔÛÊËÌ˚, Ì‡ıÓ‰fl˘ËÈÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ x

êËÒ. 3.6. èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ  sx(t), vx(t)  Ë Fx(t)



79

= 0. íÂÔÂ¸ ÎÂ„ÍÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌÓÈ Ë ÂÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡   Fx

e , ÔËÎÓÊÂÌÌ‡fl Í ÍÓÌˆÛ ÔÛÊË-
Ì˚, ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í

  Fx
e  (0, t) = 

    
F

a t0
0,

( ),
      

ϕ




     
    

t
t
<
≥

0
0
,
,
        (3.46)

íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍË, ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡, ‚˚Á‚‡ÌÌ‡fl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÂÈ ÔÛÊËÌ˚,

Fx (x, t) =
    
F

x c0

0,
/ ,

               
ϕ α( )[ ]




   
    

t x c
t x c
<
≥

/ ,
/ ,

    (3.47)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ÙÛÌÍˆËfl Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
ÂÂ ‡„ÛÏÂÌÚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

a (t – x/c)

Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÔÛÊËÌ˚.
ëÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl c, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = x/c. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ì‡ ÎÂ‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÔÛÊËÌ˚
ÙÛÌÍˆËfl   Fx

e (0, t) ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÒËÎ˚ Fx (0, t) ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡ÍÓÏ. í‡Í,
Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÎÌ˚ ÒÊ‡ÚËfl, ÒËÎ‡   Fx

e (0, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ‚
ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÎ˚ Fx ËÏÂÂÚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊ-
Ì˚È ÁÌ‡Í.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ÒÍ‡Á‡ÌÌÓÂ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ

    
F F

ex
e

t= −

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0,
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t
<
≥

0
0
,
,
      (3.48)

„‰Â τ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÒËÎ˚ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ τ ÙÛÌÍˆËfl   Fx

e  ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛ ·ÓÎÂÂ ÏÂ‰-
ÎÂÌÌÓ, Ë ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÚÛÔÂÌ˜‡ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.48), ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡, ‚˚Á‚‡ÌÌ‡fl ‚ÓÎÌÓÈ, ‡‚-
ÌflÂÚÒfl

    
F x t F

e
x t x c( , )

,

,
/ 

       
=






− −0

0

τ
    

    

t x c
t x c
<
≥

/ ,
/ ,

    (3.49)

éÚÍÛ‰‡, Û˜ËÚ˚‚‡fl  (3.40), ‰Îfl ÒÍÓÓÒÚË xv  ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
v x t v

e
x x t x c( , )
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    (3.50)
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ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ‡‚ÌflÂÚÒfl
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çÖèêÖêõÇçéÖ àáåÖçÖçàÖ èÄêÄåÖíêéÇ èêìÜàçõ

å˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ ÔÛÊËÌ‡ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, Ú.Â. Ó·‡ Ô‡‡ÏÂÚ‡, Ï‡ÒÒ‡ Ë ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸, ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú˚ x. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚È ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ˝ÚË Ô‡‡ÏÂÚ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÓÚ x. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ, ˜ÚÓ ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ ÔÛ-
ÊËÌ˚ k ÔÓÒÚÓflÌÌ˚È, ‡ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÎËÌÂÈÌ‡fl ÔÎÓÚ-
ÌÓÒÚ¸ ρ. óÚÓ·˚ ‚˚‚ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‰ËÒÍÂÚ-
ÌÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ Ô ÛÊËÌ˚ (ËÒ. 3.7, à). ä‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ Ô ÛÊËÌ˚,
ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ mn, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í

Fn = k (sn–1 – sn)     Ë   Fn + 1 = –k (sn – sn+1).

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡

Fx = k (sn–1 + sn+1 – 2 sn).

Ç ÔÂ‰ÂÎÂ, ÍÓ„‰‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ ÔÛÊËÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚Ï, ÔÓÎÛ˜ËÏ
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2

2
( )∆ ∆ ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

sn–1 + sn+1 – 2sn ≈
    

∂

∂

2

2
2sx

x
x( )∆ .

èËÏÂÌflfl  ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛:

    
m E x

sx

t

sx

x

∂

∂

∂

∂

2

2

2

2
= ∗ ∆ ,        (3.51)

„‰Â m – Ï‡ÒÒ‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

xn–1 < x < xn+1,
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Ë ÓÌ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl

    

m x dx
x

x

n

n

=
−

+

∫ ρ( )
1

1

.        (3.52)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ∆x Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Í‡Ê‰Ó„Ó
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÓÚ x. íÓ„‰‡, ‚ÏÂÒÚÓ (3.52)
ÔÓÎÛ˜ËÏ

m = ρ(xn) ∆x .        (3.53)

á‰ÂÒ¸ ρ (xn) – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ ÒÂ‰ÌÂÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡.
èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (3.53) ‚ (3.51) ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl:

    
ρ
∂

∂

∂

∂

2

2

2

2

sx

t

sx

x
E= ∗

ËÎË (3.54)

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1sx

x c x

sx

t
=

( )
.

íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ÍÓÂÌÌÓÂ ÓÚÎË˜ËÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÔËÏÂ‡ ÓÚ ÒÎÛ˜‡fl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÔÛÊËÌ˚ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ Á‰ÂÒ¸ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ρ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ô‡‡ÏÂÚ c
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ‡ÒÒÚÓflÌËfl x.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ‡ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ‡ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓ, ‡ ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ k
Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ x. àÁ ËÒ. 3.7, á· ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

êËÒ. 3.7. Ç˚‚Ó‰ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (a, á·); „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (â)
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Fn = kn (sn–1 – sn),

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Ï‡ÒÒÛ  mn, Á‡ÔËÒ˚‚‡-
ÂÚÒfl Í‡Í

Fx = kn (sn–1 – sn) – kn+1 (sn – sn+1)

ËÎË

Fx = kn+1 (sn+1 – sn) – kn(sn – sn–1).

å˚ ÏÓÊÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ∆x ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ‚˚¯Â ÙÛÌÍ-
ˆËË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË, ÚÓ„‰‡

    
F k k xx n

x
n

xs x x

x

s x x

x
= −








+

+ −
1

2 2∂

∂

∂

∂

( / ) ( / )∆ ∆
∆ .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
F xx

x

x
k

s

x
= 








∂

∂

∂

∂
( )∆ 2 .        (3.55)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ‚ÚÓÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ ç¸˛ÚÓÌ‡,

    
ρ
∂

∂

∂

∂

∂

∂

2

2

sx

t x

s

x
E x= 





∗

ËÎË

    

∂

∂

∂

∂

∂

∂

2

2
2sx

t x

s

x
c x= 





 .        (3.56)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÒÂ‰˚.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡ÎË, ˜ÚÓ Í‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÛÊËÌ‡ ÒÚ‡-
ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ, Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚Ï Ë
Ó·˚˜ÌÓ ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‰Îfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚.

ÉêÄçàóçõÖ ìëãéÇàü

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ ÔÛÊËÌ˚ ËÏÂ˛Ú ‡Á˚-
‚˚. Ç ˝ÚËı ÚÓ˜Í‡ı ÛÊÂ ÌÂÎ¸Áfl ÔËÏÂÌflÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËfl (3.54) Ë (3.56). óÚÓ·˚ ÔÓÌflÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ‚ Ú‡ÍËı ÚÓ˜Í‡ı, Ï˚
ÒÌÓ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‰ËÒÍÂÚÌÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ Ô ÛÊËÌ˚ (ËÒ. 3.7, â). ÇÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl
ÎËÌËfl Ì‡ ˝ÚÓÏ ËÒÛÌÍÂ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÚÓ˜ÍÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÔÛÊËÌ˚
ËÏÂ˛Ú ‡Á˚‚.

å˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÛÔÛ„ÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚
ÌÂ Ì‡Û¯‡ÂÚ ÂÂ ˆÂÎÓÒÚÌÓÒÚË. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ˚ m1 Ë m2, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ-
Ì˚Â ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆ˚, ‰ÓÎÊÌ˚ ËÏÂÚ¸ Ó‰ËÌ‡ÍÓ-
‚˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËfl:



83

s1x = s2x = sx,   ÂÒÎË    x = x0.         (3.57)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ï‡ÒÒ m0 Ë m3, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ÌÂ-
·ÓÎ¸¯ÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ÔÓ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚ ˝ÚÓÈ „‡ÌËˆ˚, ‚ÒÂ„‰‡ ·Û‰ÛÚ ÓÚÎË-
˜‡Ú¸Òfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, ÂÒÎË k1 ≠ k2. ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  (3.57) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÂ‚ÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ-
‚Ó ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆÂ.

óÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ÚÓÓÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ, ÔËÏÂÏ ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÚÓÚ
Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÒÒ˚ m1 Ë m2 ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ sx Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ëı
ÏÓÊÌÓ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸ Í‡Í Ó‰ÌÛ ˜‡ÒÚËˆÛ Ò Ï‡ÒÒÓÈ

m = m1 + m2.

èËÏÂÌflfl ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(m1 + m2)
    

∂

∂

2

2 1 2

sx

t
F Fx

e
x

e+         (3.58)

á‰ÂÒ¸      F x
e
1  Ë     F x

e
2  – ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ÔÛÊËÌ.

ëÎÛ˜‡Ë ‚ÓÎÌ ÒÊ‡ÚËfl Ë  ‡ÒÚflÊÂÌËfl Û‰Ó·ÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‡Á‰ÂÎ¸ÌÓ.

èÂ‚˚È ÒÎÛ˜‡È

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl (ËÒ. 3.7,
â). íÓ„‰‡ Ì‡ Ï‡ÒÒÛ m ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚Â ÒËÎ˚:

    F x
e
1  = k1 (s0x – sx)    Ë         F x

e
2 = –k2 (sx – s3x),     (3.59)

ËÏÂ˛˘ËÂ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ÔË‚Ó‰ËÚ
Í ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË exx < 0, ÚÓ

F1x < 0    Ë    F2x < 0

ËÎË

F1x  =     −F x
e
1     Ë    F2x =    F x

e
2 ,

„‰Â ÒËÎ˚ F1x  Ë F2x ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl Á‡ÍÓÌÛ ÉÛÍ‡ (‚˚‡ÊÂÌËfl  (3.37) Ë (3.38):

  
F Ex

xs

x
= ∗ ∂

∂
.

íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.58) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

    
m F F

s

t

x
x x

∂

∂

2

2 2 1= − .        (3.60)

ë ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ∆x Ï‡ÒÒ˚ m1 Ë m2 ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl Ë ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ ÒÚÂ-
ÏflÚÒfl Í ÌÛÎ˛. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.58) Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÎÊÌ‡
ËÒ˜ÂÁÌÛÚ¸. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÛÒÍÓÂÌËÂ ∂2sx/∂t2  ÒÚ‡ÌÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ ·ÓÎ¸-
¯ËÏ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ÛÔÛ„ËÂ ÒËÎ˚
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ÔÛÊËÌ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆ˚, ‡‚Ì˚
‰Û„ ‰Û„Û:

F1x = F2x         (3.61)

ÇÚÓÓÈ ÒÎÛ˜‡È

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂ-
ÌËfl. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl sx fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, Ï˚
‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ

    F x
e
1  < 0   Ë      F x

e
2 > 0.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl exx fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ

    F Fx
e

x1 1= −    Ë        F Fx
e

x2 2= .     (3.62)

Ë Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (3.60). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ
(3.61) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï ‚ Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı. çÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚ¸ ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÎ˚
– ˝ÚÓ ‚ÚÓÓÂ ‚‡ÊÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆÂ.

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.57) Ë (3.61) Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË Ë fl‚Îfl-
˛ÚÒfl Á‡ÏÂÌÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‚ ÚÓ˜Í‡ı ‡Á˚‚‡ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ρ Ë E∗.
èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

    
E E

s

x

s

x
x x

1
1

2
2∗ ∗=

∂

∂

∂

∂
ËÎË     (3.63)

    E e E exx xx1
1

2
2∗ ∗=( ) ( ) .

ùÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÔÛÊËÌ˚ ÔÓ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚
‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ‡ÁÎË˜Ì‡, Ú.Â.

    e exx xx
( ) ( )1 2≠ ,

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÏÂ˘ÂÌËfl  s0 Ë s3 ÌÂ ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û.

ÇéáçàäçéÇÖçàÖ éíêÄÜÖççéâ Çéãçõ

å˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‚‰ÓÎ¸ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Â‰ËÌÒÚ-
‚ÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. ëÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‰Û„‡fl Í‡ÚËÌ‡ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ, ÍÓ„‰‡ ‚
ÔÛÊËÌÂ ËÏÂÂÚÒfl „‡ÌËˆ‡, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡Á˚‚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ρ Ë E∗.
èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Ì‡ Ú‡ÍËı „‡ÌËˆ‡ı ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl ÌÓ‚˚Â ‚ÓÎÌ˚, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÓÚ‡-
ÊÂÌÌ˚Â Ë ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚. çÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÔÂÂÓˆÂÌËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó fl‚-
ÎÂÌËfl ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË.

ëÌ‡˜‡Î‡ Ï˚ ÔÓÔ˚Ú‡ÂÏÒfl Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸, Í‡Í ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÓÚ‡-
ÊÂÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸
Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Ï‡ÒÒ Ë ÔÛÊËÌ Í ÂÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÏÛ ÍÓÌˆÛ ( ËÒ. 3.8, à).
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ Ï‡ÒÒ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ



êËÒ. 3.8. ÇÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚
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ÒÍÓÓÒÚ¸˛. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ ÔÛÊËÌ˚ ÒÊ‡Ú˚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï
Ó·‡ÁÓÏ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Í‡Ê‰Û˛
Ï‡ÒÒÛ, ÍÓÏÂ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ Ï‡ÒÒÛ mn ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÒËÎ‡, ‚˚Á‚‡ÌÌ‡fl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÔÛÊËÌÓÈ, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ
˜Â„Ó ˝Ú‡ Ï‡ÒÒ‡ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÛÒÍÓÂÌËÂÏ, ‡ ÔÛÊËÌ‡ ËÒÔ˚Ú˚‚‡ÂÚ ‡Ò-
ÚflÊÂÌËÂ.

ëÌ‡˜‡Î‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ï‡ÒÒ˚ mn Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ë ÏÓÊÂÚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚ÁÓÈ-
ÚË Ì‡˜‡Î¸ÌÛ˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ v. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂÌË ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡ Fn

ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÔÛÊËÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â. Ç ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡
ÔÛÊËÌ˚ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÚ Ò ËÒıÓ‰ÌÓÈ, ÒÊ‡ÚËÂ ÔÛÊËÌ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÂÂ ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡
ËÒ˜ÂÁ‡˛Ú. ìÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÔÛÊËÌ˚ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl, Ò
ÌÂÍÓÚÓ˚Ï Á‡ÔÓÁ‰‡ÌËÂÏ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, ÛÒÍÓÂÌËÂÏ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÈ Ï‡ÒÒ˚ mn–1. Ç
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÛÊËÌ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ‡fl  ÏÂÊ‰Û Ï‡ÒÒ‡ÏË  mn–1 Ë mn–2 Ú‡ÍÊÂ ËÒ-
Ô˚Ú˚‚‡ÂÚ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ Ë, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÂÂ ÒÊ‡ÚËÂ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò ÚÂ˜Â-
ÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ‚ÒÂ ·ÓÎ¸¯Â ÔÛÊËÌ ËÒÔ˚Ú˚‚‡˛Ú ‡ÒÚflÊÂÌËÂ, ‡ Ï‡ÒÒ˚ ÔËÓ·-
ÂÚ‡˛Ú ÒÍÓÓÒÚ¸, ·ÓÎ¸¯Û˛, ˜ÂÏ Ì‡˜‡Î¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ v.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ÓÚ
Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË,  Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ÔË-
‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. ùÚ‡ ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ÂÒÚÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓ, ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ. íÓ˜ÌÓ Ú‡ÍÊÂ Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ‚ÓÎ-
Ì˚ ÒÊ‡ÚËfl, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡ Ô‡‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÒËÒÚÂÏ˚ ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ, ‚ÚÓÓÂ
„‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ 3.61) Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl, Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ

F1x (x0) = 0,     (3.64)

„‰Â x0 – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÍÓÌˆ‡. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÛÔÛ„ËÂ ÒËÎ˚, ÒÓÔÓ-
‚ÓÊ‰‡˛˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚ ÒÊ‡ÚËfl Ë ‡ÒÚflÊÂÌËfl ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ, ÌÓ
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â ÁÌ‡ÍË. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.40) Ë (3.42), Ï˚ ÏÓÊÂÏ
ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‰‚ÓÂÌË˛ ÒÍÓÓ-
ÒÚÂÈ Ë ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ï‡ÒÒ:

vx = 2v   Ë   sx = 2s1x.     (3.65)

ùÚÓ ‚‡ÊÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú. å˚ ÒÌÓ‚‡ Û‚Ë‰ËÏ ˝ÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÍÓ„‰‡ ·Û‰ÂÏ ËÁÛ-
˜‡Ú¸ ÓÚ‡ÊÂÌËÂ ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË áÂÏÎË.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‡ÎÂÂ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ Ô‡‚˚È ÍÓÌÂˆ ÒËÒÚÂÏ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ
ÊÂÒÚÍËÏ, Ú.Â. Ï‡ÒÒ‡ mn ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÌÂ ÏÓÊÂÚ (ËÒ. 3.8, á). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t ‚ÒÂ Ï‡ÒÒ˚, ÍÓÏÂ mn, ‰‚ËÊÛÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v, ‡ ‚ÒÂ ÔÛ-
ÊËÌ˚ ÒÊ‡Ú˚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó. ä‡Í Ë ‡Ì¸¯Â, ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl
ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Í‡Ê‰Û˛ ‰‚ËÊÛ˘Û˛Òfl Ï‡ÒÒÛ, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛.

ÅÎ‡„Ó‰‡fl ËÌÂˆËË, Ï‡ÒÒ‡ mn–1 ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl ÔÛÊËÌ‡ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÊ‡ÚÓÈ, ˜ÂÏ ‰Û„ËÂ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Ó-
ÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì‡fl ÛÔÛ„‡fl ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl Ì‡ Ï‡ÒÒÛ mn–1, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓÚË‚Ó-
ÔÓÎÓÊÌÓ ÂÂ ‰‚ËÊÂÌË˛, Ï‡ÒÒ‡, ‚ ÍÓÌˆÂ ÍÓÌˆÓ‚, ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl. Ç ˝ÚÓÚ ÏÓ-
ÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Ï‡ÒÒ‡ mn–2 ÔÓ‰ÓÎÊ‡ÂÚ Ò‚ÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ÌÓ ÔÓ ÔÓ-
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¯ÂÒÚ‚ËË ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÓÌ‡ ÚÓÊÂ ÓÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl Ë ‚ÚÓ‡fl ÓÚ ÍÓÌˆ‡
ÔÛÊËÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒÊ‡ÚÓÈ. ë ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ‚ÒÂ ·ÓÎ¸¯ÂÂ
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó Ï‡ÒÒ ÔÂÍ‡˘‡ÂÚ Ò‚ÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ, Ë ÒÊ‡ÚËÂ ÔÛÊËÌ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ
ÔËÏÂÂ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ÓÚ‡ÊÂÌÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ÚÓ„Ó ÊÂ ÚËÔ‡.
èÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ, ÒÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ, ÓÚÌÓÒfl˘ËÂÒfl Í ˝ÚËÏ ‚ÓÎÌ‡Ï,
ËÏÂ˛Ú ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, ‡ ÁÌ‡ÍË ÛÔÛ„Ëı ÒËÎ, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÒÓ‚-
Ô‡‰‡˛Ú. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÁ-Á‡ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ˝ÚËı ‚ÓÎÌ ÒËÒÚÂÏ‡ ÔÂÍ‡˘‡ÂÚ
Ò‚ÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ, ÌÓ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÔË ˝ÚÓÏ ÛÒËÎË‚‡ÂÚÒfl. äÓÌÂ˜ÌÓ, ˝ÚÓ ÊÂ fl‚ÎÂ-
ÌËÂ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ, ÂÒÎË Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌÓÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÔÛÊËÌ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ‰‚Ûı Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı, ÌÓ ‡ÁÎË-
˜‡˛˘ËıÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸ ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl Ú‡ÍÊÂ Ë
ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚. ùÚ‡ ‚ÓÎÌ‡, Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl, ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl
ÓÚ „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡, ÌÓ ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË.

éíêÄÜÖççõÖ à èêéïéÑüôàÖ Çéãçõ

èÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÔflÏ‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÎÌ˚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛-
˘ËÂ Ì‡ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆÂ, ÏÓ„ÛÚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ. èÛÒÚ¸
Ì‡˜‡ÎÓ ÓÒË x ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò „‡ÌËˆÂÈ ‡Á‰ÂÎ‡ x0 = 0 (ËÒ. 3.9, a), ‡ Ô‡‰‡˛˘‡fl
‚ÓÎÌ‡

si (x, t) =     s f t x c0 1α −( )[ ]/     (3.66)

‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚ Ë ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ˝ÚÓÈ „‡ÌËˆ˚. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò
Ì‡¯ËÏ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ ËÏÂÂÏ

sr (x, t) =    A f t x c1 1 1α −( )[ ]/     x ≤ 0

Ë (3.67)
s2 (x, t)  =    B f t x c2 2 2α −( )[ ]/    x ≥ 0.

á‰ÂÒ¸,  sr Ë s2 ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ Ë ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ A Ë B, Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ a1 Ë a2, ÌÂËÁ‚ÂÒÚ-
Ì˚. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÙÛÌÍˆËË f1 Ë f2.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÎË ÒÏÂ˘ÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ ‚ Ó·ÂËı Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı
˜‡ÒÚflı ÒËÒÚÂÏ˚ Í‡Í

s1 (x, t)  =    s f t x c0 1α −( )[ ]/ +    A f t x c1 1 1α −( )[ ]/   x < 0

Ë (3.68)
s2 (x, t) =    B f t x c2 2 2α −( )[ ]/   x > 0.  

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË  (3.57), (3.63), „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Á‡ÔË¯ÂÏ
Í‡Í

s21 = s2x      Ë      
    
E E

s

x

s

x
x x

1
1

2
2∗ ∗=

∂

∂

∂

∂
,    x = 0.



88

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.68) ‚ ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ‚˚¯Â ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËÈ ‰‡ÂÚ

s0 f (at) + A f! (a1t) = B f2 (a2t)     (3.69)

ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó  (3.69) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡-
ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÚË ÙÛÌÍˆËË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ëı ‡„ÛÏÂÌÚ˚ ‡‚Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ:

f1 = f2 = f   Ë   a1 = a2 = a.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ (3.68) ÔÓÎÛ˜ËÏ

s1 (x, t) =    s f t x c A f t x c0 1 1α α−( )[ ] + +( )[ ]/ /   x < 0

Ë  (3.70)

s2 (x, t) =    B f t x cα −( )[ ]/ 2   x > 0.

ùÚÓ – ‚‡ÊÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Â Ë

êËÒ. 3.9. çÂÓ‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÔÛÊËÌ‡ (a); ‰‚ËÊÂÌËÂ
ÔÛÊËÌ  ̊ (á); ÒÍÓÓÒÚ¸ ˆÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ  ̊ (â);
ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Í‡Í ÙÛÌÍˆË fl ‚ÂÏÂÌË (â); ÒÍÓÓÒÚ¸
ˆÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚ ‚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÒËÎ˚, τ = l/c (ä)
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ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë Ô‡‰‡˛˘‡fl
‚ÓÎÌ‡.

Ñ‡ÎÂÂ, ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.70) ‚ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒËÒ-
ÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ A Ë B:

    

s A B

E E E
s

c

A

c

B

c

0

0

1
1

1
1

2
2

+ =

− + = −







∗ ∗ ∗

,                       
    (3.71)

ÖÂ Â¯ÂÌËÂÏ fl‚ÎflÂÚÒfl

    
A s

E c E c

E c E c
=

+

∗ ∗

∗ ∗

−1 2 2 1

1 2 2 1
0

Ë

    
B s

E c

E c E c
=

+

∗

∗ ∗

2 1 2

1 2 2 1
0 .

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

E∗ = ρc2,

Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ˝ÚË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

    
A s

Z Z

Z Z
=

−

+

1 2

1 2
0    Ë    

    
B s

Z

Z Z
=

+

2 1

1 2
0,     (3.72)

„‰Â

Z = ρc     (3.73)

fl‚ÎflÂÚÒfl ËÏÔÂ‰‡ÌÒÓÏ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚ¸ „‡-

ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚‚ÂÒÚË ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Â Ë ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚. èÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û,  Ï˚ Â¯ËÎË Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÛ˛ „‡ÌË˜ÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û, Ú.Â. Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍË
‰ÓÍ‡Á‡ÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.70) Ë (3.72)
ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡˛Ú Ì‡¯ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡fl.

ë‚Ó·Ó‰Ì‡fl „‡ÌËˆ‡

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl „‡ÌËˆ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ: Z2 = 0.
íÓ„‰‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl  (3.72) ‰‡˛Ú

A = s0     (3.74)

Ë

s1x (x, t) =    s f t x c s f t x c0 1 0 1α α−( )[ ] + +( )[ ]/ / .     (3.75)
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Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ì‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ

s1x (0, t) = 2 six (0, t),     (3.76)

„‰Â s1x (0, t)  – ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ˚, ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌÓÈ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó·Â ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚Á˚‚‡˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËfl,

ıÓÚfl ÓÌË Ë ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ‚ ‡ÁÌ˚Â ÒÚÓÓÌ˚. é˜Â‚Ë‰ÌÓ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ

v1x (0, t) = 2vix (0, t).     (3.77)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ˝ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÔÓ x, Ì‡ıÓ‰ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
‰Îfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË exx:

exx =
    
− ′ −( )[ ] + ′ +( )[ ]s a

c

s a

c
f t x c f t x c0

1
1

0

1
1α α/ / ,     (3.78)

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

exx = 0.     (3.79)

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ô‡‰‡˛˘‡fl Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ˚ ÔË‚Ó‰flÚ Í ‡ÁÌÓÏÛ ÚËÔÛ
‰ÂÙÓÏ‡ˆËË. ç‡ÔËÏÂ, Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ ‡ÒÚflÊÂÌËfl.
ê‡ÌÂÂ Ï˚ ÔË¯ÎË Í Ú‡ÍÓÏÛ ÊÂ Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸ Ì‡ ÙËÁË˜ÂÒÍËı
ÒÓÓ·‡ÊÂÌËflı.

ÜÂÒÚÍ‡fl „‡ÌËˆ‡

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ÍÓÌÂˆ ÔÛÊËÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ ÊÂÒÚÍËÏ: Z2 = ∞, ËÏÂÂÏ

A = –s0,     (3.80)

Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ

s1x =    s f t x c s f t x c0 1 0 1α α−( )[ ]− +( )[ ]/ / .     (3.81)

ç‡ÔËÏÂ, Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

s1x = 0   Ë    v1x = 0,     (3.82)

‡ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ‡‚ÌflÂÚÒfl

exx (0, t) =
    

2 0

1

s a

c
f at′( )

ËÎË

exx (0, t) =    2 0e txx
i ( , ) ,     (3.83)

„‰Â exx – ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl, ‚˚Á‚‡ÌÌ‡fl Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌÓÈ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡,

‚ÓÁÌËÍ‡˛˘‡fl Ì‡ „‡ÌËˆÂ, ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ú‡ÍÓÈ ÊÂ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË, ˜ÚÓ Ë Ô‡‰‡˛˘‡fl
‚ÓÎÌ‡. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÓÚ-
‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÚflÊÂÌËfl. å˚ ÒÌÓ‚‡ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Ì‡¯ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‡Ì‡-
ÎËÁ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚÒfl.
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é·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (3.70) Ë (3.72), ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
„‡ÌËˆ˚ (x < 0) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

exx =
    

s a

c

Z Z

Z Z
f at0

1

1 2

1 2

1− +





 ′

−

+
( )

ËÎË

exx =
    
− ′ =

+ +

2 22

1 2

0

1

2

1 2

Z

Z Z

s a

c

Z

Z Z
f at exx

i( ) .     (3.84)

ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË Z2 < Z1,  ÚÓ

exx <  exx
i ,   ÂÒÎË  x = 0,

Ú.Â. ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË. ÑÛ„ËÏË
ÒÎÓ‚‡ÏË, Ô‡‰‡˛˘‡fl Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ˚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú Í ‡ÁÌ˚Ï ÚËÔ‡Ï ‚ÓÎÌ.
Ç ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Z2 > Z1, ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË Û‚ÂÎË˜Ë‚‡˛ÚÒfl: (exx

>  exx
i ), Ë ˝ÚÓ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ Ó·Â ‚ÓÎÌ˚ ÔË‚Ó‰flÚ Í Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÏÛ ÚËÔÛ

‰ÂÙÓÏ‡ˆËË (ÎË·Ó Í ÒÊ‡ÚË˛, ÎË·Ó Í ‡ÒÚflÊÂÌË˛).
èÓÎÂÁÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÔÓÒÚÓÚÛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÂÎË,

‚˚‡ÊÂÌËfl (3.72), ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Â Ë ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ‚ÓÎÌ˚, Ë„‡˛Ú
‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ‡Á‚Â‰˚‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË.

ë‰ÂÎ‡ÂÏ ‚ Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÚË Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.
‡)  ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ÌÂ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰ËÚ Â‰ËÌËˆÛ Ë ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÔÂ‰Â-

Î‡ı

–1 < A < 1;

·) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÔÓıÓÊ‰ÂÌËfl ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÔÂ‰ÂÎ‡ı:

0 < B < 2;

‚) Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (3.72), ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‚ÒÂ„‰‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í
‰ÂÙÓÏ‡ˆËflÏ ÚÓ„Ó ÊÂ ÚËÔ‡, ˜ÚÓ Ë Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚‡ ÔËÏÂ‡, ËÎÎ˛ÒÚË-
Û˛˘ËÂ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚‡ÊÌ˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ë Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡.

á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ Ë ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ

 èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 Ì‡ ÎÂ‚˚È ÍÓÌÂˆ ÔÛÊËÌ˚
‰ÎËÌ˚ l Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ÒËÎ‡ (ËÒ. 3.9, á)

    
F

Fx
x

=




0

0

,
,

  
.     (3.85)

ç‡¯‡ ˆÂÎ¸ – ËÁÛ˜ËÚ¸ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÛÊËÌ˚.
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 é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÒËÎ‡ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ ÒÊ‡ÚËfl, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓ-
ÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c. ùÚÓÚ ÔÓˆÂÒÒ ÒÓÔÓ‚ÓÊ‰‡ÂÚÒfl
‰‚ËÊÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0, Ë Ó·˚˜ÌÓ

v0 <<     c.

Ç ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = l/c ‚Òfl ÔÛÊËÌ‡ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÊ‡ÚÓÈ, Ë ‚ÒÂ ÂÂ ˜‡ÒÚËˆ˚
‰‚ËÊÛÚÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ Ì‡
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ ÍÓÌˆÂ x = l ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡˜ËÌ‡-
ÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl Í ÎÂ‚ÓÏÛ ÍÓÌˆÛ ÔÛÊËÌ˚. ùÚ‡ ‚ÓÎÌ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‡Ò¯Ë-
ÂÌË˛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ë Í Â„Ó ‰‚ËÊÂÌË˛ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0. ëÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÁ‡‰Ë ÂÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ˜‡ÒÚËˆ˚ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛  v = 2v0, ÌÓ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ. ç‡ÔËÏÂ, ‚ ÏÓÏÂÌÚ t = 2l/c        
‚Òfl ÔÛÊËÌ‡ ÌÂ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡Ì‡ Ë ‰‚ËÊÂÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ 2v0. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚
˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ Ë Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÊËÌ˚ ÓÚ‡-
ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ËÁ-Á‡ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ Ó·‡ ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚
fl‚Îfl˛ÚÒfl Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË Ë, Í‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, Ô‡‰‡˛˘‡fl Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ˚
‚ÒÂ„‰‡ ËÏÂ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚È ÚËÔ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = 3l/c
‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ÒÌÓ‚‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÌÓ‚ÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÚflÊÂÌËfl Ì‡ Ô‡-
‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÔÛÊËÌ˚. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚È ÔÓˆÂÒÒ „ÂÌÂ‡ˆËË ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı
‚ÓÎÌ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ÔÓ‚ÚÓflÂÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÔÂÌÂ·Â„ÎË Á‡ÚÛı‡ÌËÂÏ ‚ ÔÛ-
ÊËÌÂ.

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ‚ÎËflÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ Ì‡ ‰‚ËÊÂÌËÂ
ÔÛÊËÌ˚, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÂÂ ÒÂ‰ÌËÂ ÚÓ˜ÍË. ïÓÚfl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ÒËÎ‡ F0x Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ
‰ÂÈÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = 0, ˜‡ÒÚËˆ˚ ‚ ˆÂÌÚÂ Ï‡ÒÒ ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‚ ÔÓ-
ÍÓÂ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË  t = 2l/c. Ç ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ Ò˛‰‡ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡-
ÚËfl, Ë ˜‡ÒÚËˆ˚ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v0. í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÓı‡-
ÌflÂÚÒfl ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂÌË

    
l

c

l

c
t

2

3

2
≤ < ,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ‚ÓÁÌËÍ¯‡fl Ì‡ Ô‡‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÔÛÊËÌ˚, ÔËıÓ-
‰ËÚ ‚ ˆÂÌÚ Ï‡ÒÒ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  t = 3l/2c. á‡ÚÂÏ ˝ÚË ˜‡ÒÚËˆ˚
Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛  v = 2v0.

ëÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ÍÓ„‰‡ ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ÔËıÓ-
‰ËÚ ÓÚ ÎÂ‚Ó„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 5l/2c. ëÍÓÓÒÚ¸ ÔË
˝ÚÓÏ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ  3v0.

é·Ó·˘‡fl ˝ÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË

tn = (2n – 1)
    

l

c2
,  n ≥ 1     (3.86)

ÒÍÓÓÒÚ¸ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ ‡‚ÌflÂÚÒfl

vn = nv0.     (3.87)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ Í‡Ê‰Ó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂÌË
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T = l/c     (3.88)

ÒÍÓÓÒÚ¸ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË  tn ÓÌ‡ ÒÍ‡˜ÍÓÓ·-
‡ÁÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ì‡ Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ‚ÂÎË˜ËÌÛ, ‡‚ÌÛ˛ v0.

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË ‚ ÒÂ‰ÌÂÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÛÊËÌ˚ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË ÔÓ-
Í‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 3.9, ‚.  àÁ ˝ÚÓ„Ó ËÒÛÌÍ‡ flÒÌÓ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ
‚ÓÎÌ ÏÂÊ‰Û ÍÓÌˆ‡ÏË ÔÛÊËÌ˚ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ
Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚˚ÒÓÍ‡, ËÌÚÂ‚‡Î
‚ÂÏÂÌË T, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÓÎÌ‡ ÔÓıÓ‰ËÚ ÓÚ Ó‰ÌÓ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ Í
‰Û„ÓÏÛ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË c = 5 × 103 Ï/c  Ë  l = 1 Ï, ÚÓ

T = 2 × 10–4 s = 0,2 ms.

ãÂ„ÍÓ Û‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ˜‡ÒÚflı ÔÛÊËÌ˚ ‚Â‰ÛÚ
ÒÂ·fl ÒıÓÊËÏ Ó·‡ÁÓÏ. àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÏÂÌ‡ tn, ÍÓ„‰‡ ËÁ-
ÏÂÌÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÚÓ„Ó, ‚ Í‡ÍÓÏ ÏÂÒÚÂ ÓÌÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ç¸˛ÚÓÌ‡, ÒÍÓÓÒÚ¸ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl
‚Ó ‚ÂÏÂÌË ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ÔÓ-‰Û„ÓÏÛ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl
ÒËÎ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏÛ ÛÒÍÓÂÌË˛

a = F/m,

ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ ‰ÓÎÊÌ‡ ÎËÌÂÈÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡Ú¸ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ:

v = at =
  
F

m
t.     (3.89)

ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ‚ÒÂ ˜‡ÒÚËˆ˚ ÔÛÊËÌ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸˛.

ÅÂÁÛÒÎÓ‚ÌÓ, ‰‚ËÊÂÌËÂ Â‡Î¸ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚ Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÂ ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ,
ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË. ùÚÓ ıÓÓ¯Ó Á‡ÏÂÚÌÓ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ‰‚ËÊÂ-
ÌËfl, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÏfl Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ò‡‚ÌËÏÓ Ò T (ÙÓÏÛÎ‡ 3.88). íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, Ò
Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË, Â‡Î¸ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÒÚÂÏËÚÒfl
Í ÚÓÏÛ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÚÓ˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ ç¸˛ÚÓÌ‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË
t >> T Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ v0 ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË  tn ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
Ï‡ÎÓ ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ v(tn). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡Á˚‚ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛
v (t) ÏÓÊÌÓ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ (3.89).

ç‡ÍÎÓÌ ÔflÏÓÈ v = at ‡‚ÌflÂÚÒfl

a = v0/T = v0c/l.     (3.90)

èÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ a fl‚ÎflÂÚÒfl ÛÒÍÓÂÌËÂÏ, ‚ıÓ‰fl˘ËÏ ‚Ó ‚ÚÓ-
ÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (3.42), ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

v0/c = Fx/E
∗    ËÎË     v0/c= Fx/c

2ρ0 ,  

Ú‡Í Í‡Í

E∗ = c2ρ0.  
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

v0 =  Fx /cρ0 = Fx /Z.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎÛ (3.90) ‰‡ÂÚ

a = Fx/m,     (3.91)

Ë Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ ÍÓ ‚ÚÓÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ ç¸˛ÚÓÌ‡. á‰ÂÒ¸  m = ρ0l fl‚ÎflÂÚÒfl
Ï‡ÒÒÓÈ ÔÛÊËÌ˚.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Û Ì‡Ò ÂÒÚ¸ ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÛÒÍÓÂÌËfl:

    
a v t v t

T

v

T

v c

l
n n= = =− −( ) ( )1 0 0 ,  

  
a v

t
= ∂
∂

  Ë   
  
a F

m
= .     (3.92)

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ‚ÂÎË˜ËÌÛ ËÁÏÂÌÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË,
Í‡Í ÂÒÎË ·˚ ÓÌ‡ ·˚Î‡ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌË. Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË,
˝ÚÓ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÂÁÍÓ, Ë ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (3.92)
ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÏÂÓÈ Ú‡ÍÓ„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl.

ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, ‚ÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌflÚ¸ Í ÔÛÊËÌÂ
ËÎË Í Î˛·ÓÏÛ ‰Û„ÓÏÛ ÚÂÎÛ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚ÂÏfl Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ
ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ T:

t >> T .     (3.93)

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÍÓÓÒÚË ‚ÒÂı ˜‡ÒÚËˆ ÚÂÎ‡ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, Ë Ò
Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ÂÁÍÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌÂÂ Á‡ÏÂÚ-
Ì˚Ï. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚, ÂÒÎË
ÚÂÎÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚Ï (t → ∞) Ë ÊÂÒÚÍËÏ (c → ∞). Ç Ó·ÓËı ÒÎÛ-
˜‡flı ‚ÂÏfl  T ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÏÂ˘ÂÌËfl  sx ÒÂ‰ÌÂÈ ÚÓ˜ÍË ÔÛÊËÌ˚ Ì‡
ËÒ. 3.9, „. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

tn < t < tn+1

ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, sx(t) – fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ#. ç‡ Í‡Ê‰ÓÏ
ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ Ì‡ÍÎÓÌ‡ ÔflÏÓÈ, ÓÔËÒ˚‚‡-
˛˘ÂÈ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ, fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Ï. Ç ÔÂ‰ÂÎÂ, ÔË t → ∞, ˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡
ÔflÏ˚ı Ó·‡ÁÛÂÚ Ô‡‡·ÓÎÛ

 sx(t) = β t2.  

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÛÒÍÓÂÌËÂ

    
a s

t

x= =∂

∂
β

2

2
2 .     (3.94)

ç‡ÍÓÌÂˆ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl Ò ÔÓ-
ÒÚÓflÌÌ˚Ï ÛÒÍÓÂÌËÂÏ:

sx(t) = at2/2,  ÂÒÎË t >> T.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‡ÎÂÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË exx ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË
ˆÂÌÚ‡ Ï‡ÒÒ.
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ç‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË

0 < t < l/2c

‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. á‡ÚÂÏ exx ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl, Ë Á‡ÚÂÏ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË  t = 3l/2c, ÍÓ„‰‡ ‚ ˆÂÌÚ Ï‡ÒÒ ÔËıÓ‰ËÚ ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎ-
Ì‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl. Ç ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÒÌÓ‚‡ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‚ÓÁ-
‰ÂÈÒÚ‚Ëfl ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍË ËÁÏÂÌflÂÚÒfl. Ç ÚÂ˜ÂÌËÂ
ÔÂ‚ÓÈ ÔÓÎÓ‚ËÌ˚ ÔÂËÓ‰‡ T ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, ‡ ‚Ó ‚ÚÓÓÈ ÔÓfl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÒÊ‡ÚËÂ, Ë Ú‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ‚ÒÂı ‚ÂÏÂÌ‡ı. ê‡ÌÂÂ Ï˚ Ó·-
ÒÛÊ‰‡ÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÛÊËÌ˚ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡ Fx ÔË‚Ó‰ËÎ‡ Í
ÂÂ ÒÊ‡ÚË˛. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓıÓÊËÈ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÎÛ˜ËÚÒfl, ÂÒÎË ÒËÎ‡ Fx  ·Û‰ÂÚ
ËÏÂÚ¸ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÔÓÓÊ‰‡Ú¸ ‚ ÔÛÊËÌÂ ‚ÓÎÌÛ ‡ÒÚflÊÂ-
ÌËfl.

ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ (ÒÏ. „Î‡‚Û 1), Ï‡ÒÒ‡ ÚÂÎ‡ Ë, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÛÊËÌ˚, fl‚-
ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ Â„Ó ËÌÂˆËË. éÌ‡ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË, ÚÂ·Û˛˘ËÈ-
Òfl ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÚÂÎÓ ÏÓ„ÎÓ ‰ÓÒÚË˜¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË. í‡Í, Ì‡ÔË-
ÏÂ, Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ Ï‡ÒÒ˚ ÛÒÍÓÂÌËÂ ÚÂÎ‡ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚ÂÌÌÓ, ˝ÚÓ ‚ÂÏfl Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. ùÚÓ ÏÓÊÂÚ ÔÓËÁÓÈÚË ËÁ-Á‡ Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl
ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔÛÊËÌ˚ Ë ÂÂ ‰ÎËÌ˚. ê‡ÌÂÂ Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Ó·‡ ˝ÚË Ù‡ÍÚÓ‡
ÔË‚Ó‰flÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ‚ÂÏÂÌË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ ÏÂÊ‰Û
ÍÓÌˆ‡ÏË ÔÛÊËÌ˚. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó
ÒÍÓÓÒÚ¸ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, Ú‡ÍÊÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓÊÌÓ
ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ËÌÂˆËfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÔËÒÛ˘Â„Ó ÚÂÎÛ, Ò‚flÁ‡Ì‡ ÒÓ ‚ÂÏÂ-
ÌÂÏ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ ÏÂÊ‰Û Â„Ó Í‡flÏË.  í‡Í‡fl ÊÂ ÚÂÌ‰ÂÌˆËfl Ì‡·Î˛‰‡-
ÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡ Ï˚ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÏ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÂ ÒÂ˜ÂÌËÂ ÚÂÎ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â ‡Á ÔÂÂıÓ‰ ÓÚ Â‡Î¸ÌÓÈ Í Ë‰Â‡Î¸ÌÓ ÊÂÒÚÍÓÈ ÔÛÊËÌÂ. ë
Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ÊÂÒÚÍÓÒÚË ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl c Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸-
ÍÛ

    c E= ∗ / ρ .

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ˚, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ‚ÓÎÌÓÈ, ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â.
ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ (3.42) ËÏÂÂÏ

    
a

s

t

x= =
∂

∂
β

2

2
2 .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ E∗ ‚Â‰ÂÚ Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ÒÍÓ-
ÓÒÚË v0, ‡ Ú‡ÍÊÂ ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ÂÏÂÌË t = l/c, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÍÓÓÒÚ¸
vn(t) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. Ç ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ë‰Â‡Î¸ÌÓ ÊÂÒÚÍÓÈ ÔÛÊËÌ˚

c → ∞,  v0 → 0

ÒÍÓÓÒÚ¸ vn(t)  ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ÒÂı
˜‡ÒÚËˆ ÔÛÊËÌ˚.
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Ñ‡ÌÌÓÂ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÂ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚ Ú‡ÍÊÂ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ E∗ ÌÂ
‚ÎËflÂÚ Ì‡ ËÌÂˆË˛. ëÓ„Î‡ÒÌÓ (3.86) Ë (3.87) ËÏÂÂÏ

    
t nn

nl
c

lv

cv
=

0

   ÂÒÎË   n >> 1.

á‰ÂÒ¸  tn – ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ‚ ÍÓÚÓ˚È ÒÍÓÓÒÚ¸ ˆÂÌÚ‡ ÔÛÊËÌ˚ ‡‚Ìfl-
ÂÚÒfl  vn. àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.42) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

cv0 = Fx/ρ,

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,  ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚ Ë ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ˚ ÌÂ Á‡‚Ë-
ÒËÚ ÓÚ E∗. èÓ˝ÚÓÏÛ

  
t mn

n

x

n

x

lv

F

v

F
= =

ρ
.

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ flÒÌÓ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡ÒÒ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏÂÓÈ
ËÌÂˆËË.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ì‡ ÚÂÎÓ ‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ ËÏÔÛÎ¸ÒÌ‡fl ÒËÎ‡, ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÒÛÏÏÛ ‰‚Ûı ÒÚÛÔÂÌ˜‡Ú˚ı ÙÛÌÍˆËÈ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓ„Ó ÁÌ‡-
Í‡. íÓ„‰‡ ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı Í‡Ê-
‰ÓÈ ËÁ ˝ÚËı ÙÛÌÍˆËÈ. èÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ¯ËËÌ‡ τ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍ‡,
Ï˚ ‚Ë‰ËÏ (ËÒ. 3.9, ä), ˜ÚÓ ÚÂÎÓ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛
(ÔÂ‚˚È Á‡ÍÓÌ ç¸˛ÚÓÌ‡).

áÄäéç ÉìäÄ à êÄëèêéëíêÄçÖçàÖ Çéãç

Ç „Î‡‚Â 2 Ï˚ Ó·ÒÛÊ‰‡ÎË Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ ‰Îfl ÔÛÊËÌ Ë Û‰ÂÎËÎË ÓÒÓ·ÓÂ ‚ÌËÏ‡-
ÌËÂ Â„Ó ÓÒÌÓ‚ÌÓÏÛ Ò‚ÓÈÒÚ‚Û, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡
ÔÛÊËÌ˚, sx = ∆l ( ËÒ. 3.10, a), Ô flÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÂÂ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓÈ
‰ÎËÌÂ l:

∆l ~ l.

í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ  sx  Á‡ÒÚ‡‚ËÎÓ Ì‡Ò Á‡‰‡Ú¸Òfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚ÓÔÓÒÓÏ. éÚÍÛ‰‡
ÌËÊÌËÈ ÍÓÌÂˆ ÔÛÊËÌ˚ (ÚÓ˜Í‡ p Ì‡ ËÒ. 3.10, à) “ÁÌ‡ÂÚ”, „‰Â Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÂÂ
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚È ÍÓÌÂˆ? óÚÓ·˚ ÓÚ‚ÂÚËÚ¸ Ì‡ ˝ÚÓÚ ‚ÓÔÓÒ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Ë-
ÊÂÌËÂ ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÔÓ‰  ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒËÎ˚ Fx:

    
F

Fx
x

=




0

0

,
,

  
   

    

t
t
<
≥

0
0
,

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚ÂıÌËÈ ÍÓÌÂˆ ÔËÍÂÔÎÂÌ Í ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓ ÊÂÒÚÍÓÈ ÒÂ‰Â
( ËÒ. 3.10, a).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒËÎ‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ‚ÌËÁ, ‚ ÔÂ‚˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ
‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Í ‚ÂıÌÂÏÛ ÍÓÌˆÛ. Ç ÚÓ ÊÂ ‚Â-
Ïfl ÚÓ˜Í‡ p ‰‚ËÊÂÚÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓÚ-
‡ÊÂÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = l/c ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚfl-
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ÊÂÌËfl, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘‡flÒfl ‚ÌËÁ, ıÓÚfl Ò‡ÏË ˜‡ÒÚËˆ˚ ÔË ˝ÚÓÏ ‰‚Ë„‡˛ÚÒfl ‚
ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÛÊËÌ˚ ÔÓÁ‡‰Ë ‚ÓÎÌÓ-
‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ÔÂÍ‡˘‡ÂÚÒfl. Ç ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 2l/c ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‰Ó-
ÒÚË„‡ÂÚ ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡, Ë ‚Òfl ÔÛÊËÌ‡ ÔÂÍ‡˘‡ÂÚ Ò‚ÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ. é‰Ì‡ÍÓ ‚
˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl
‚‚Âı. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˜‡ÒÚËˆ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÍÓÓÒÚ¸ ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË

0 < t < 2l/c.

ä‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ‚ÂıÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t =
3l/c, Í ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓ‚‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÊ‡ÚËfl. ùÚ‡ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ÌËÁ, ‡
ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ‡ ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÓÒË x. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜‡ÒÚË
ÔÛÊËÌ˚, Ì‡ıÓ‰fl˘ËÂÒfl ÔÓÁ‡‰Ë ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡, ÌÂ ‰‚ËÊÛÚÒfl. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,
‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 4l/c ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ÔÛÊËÌ˚ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl.
é‰Ì‡ÍÓ ‚ ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ÒÌÓ‚‡ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌflÂÚÒfl ‚‚Âı. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ Ì‡˜ËÌ‡ÂÏ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ Ú‡ÍÓÂ ÊÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ
ÒÍÓÓÒÚË. é˜Â‚Ë‰ÂÌ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ ˝ÚÓ„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË
( ËÒ. 3.10, á). èÂËÓ‰

T = 4l/c,     (3.95)

‡ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÔÂËÓ‰‡

    
v

v
v

=
−




0

0

,
,

  
   

    

− < <
< <
T t

t T
/ ,

/ .
2 0

0 2   
    (3.96)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓÎÛÔÂËÓ‰‡

êËÒ. 3.10. ëËÎ‡, ÔËÎÓÊÂÌÌ‡fl
Í Ô ÛÊËÌÂ (a); Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸
ÒÍÓÓÒÚË ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛ-
ÊËÌ˚ ÓÚ ‚ ÂÏÂÌË (á); Á‡‚ËÒË-
ÏÓÒÚ¸ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÌËÊÌÂ„Ó
ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË (â)
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ÒÏÂ˘ÂÌËÂ  sx ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÎËÌÂÈÌÓ ‡ÒÚÂÚ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ Ë ‰ÓÒÚË-
„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl

    
s vx

l

c
= 2     (3.97)

‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 2l/c . á‡ÚÂÏ, ‚Ó  ‚ÚÓÓÏ ÔÓÎÛÔÂËÓ‰Â, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÎË-
ÌÂÈÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, Ë ÌËÊÌËÈ ÍÓÌÂˆ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ Ò‚ÓÂ ËÒıÓ‰ÌÓÂ ÔÓÎÓÊÂ-
ÌËÂ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 4l/c  (ËÒ. 3.10, â).

èÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ sx Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ‡Á-
ÎË˜Ì˚ı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı „‡ÏÓÌËÍ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ sx(t) fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆË-
ÂÈ, ÂÂ fl‰ îÛ¸Â ËÏÂÂÚ  ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 6):

sx (t) =
    

b t

T
bn

n

0

12
+

=

∞

∑ cos  2 nπ ,     (3.98)

„‰Â

    
b s t dtn x

T

T

t

T
= ∫

4
0

2
( ) cos

/
 2π .     (3.99)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ b0 ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
b v tdtc

l

v l

c

l c

0 0
0

0

2
2= =∫

/
.

éÚÒ˛‰‡

b0/2 = v0l/c.   (3.100)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ÒÛÏÏÛ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl ∆ l Ë Ì‡·Ó‡ „‡ÏÓÌËÍ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË
˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË.

èËÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘‡fl ÒÏÂ˘ÂÌËfl

∆l = b0/2 = v0l/c   (3.101)

ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ËÒıÓ‰ÌÓÈ ‰ÎËÌÂ ÔÛÊËÌ˚ l. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ∆l
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ‚ÂÏÂÌË, ‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÓÚ
ÌËÊÌÂ„Ó Í ‚ÂıÌÂÏÛ ÍÓÌˆÛ ÔÛÊËÌ˚.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.101),

∆l/l = v0/c.   (3.102)

ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÌÂ Û‰Ë‚ËÚÂÎÂÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‚‡fl Ë ÎÂ‚‡fl ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡ ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú ‰ÂÙÓÏ‡ˆË˛.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (3.42),

v0/c = F0x/E
∗,  

Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, (3.102) ÔÂÂÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

∆l/l = F0x/E
∗
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ËÎË

F0x = k ∆l,   (3.103)

„‰Â

∆l = v0l/c   Ë    k = E∗/l.

äÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (3.103) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ
∆l ‡‚ÌflÂÚÒfl ÔÓÎÓ‚ËÌÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÌËÊÌÂ„Ó ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚.

Ç Ò‚flÁË Ò ˝ÚËÏ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ. á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı. éÌ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÍÓÌˆ‡ ÔÛÊËÌ˚ ÔÓ‰
‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒËÎ˚ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ë ‰‡ÎÂÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï. í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÙÛÌÍˆËË sx(t), ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓÈ Ì‡
ËÒ. 3.10, ‚. ùÚÓ ÌÂÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËÂ ÏÓÊÌÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸, ÂÒÎË Û˜ÂÒÚ¸ ‚ÎËflÌËÂ Á‡ÚÛ-
ı‡ÌËfl. Ç Â‡Î¸ÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚Â „‡ÏÓÌËÍ‡ÏË fl‰‡ îÛ-
¸Â ÔË n ≥ 1, Á‡ÚÛı‡˛Ú ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·˚ÒÚÓ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÂË-
Ó‰ T Ó·˚˜ÌÓ Ï‡Î. ç‡·Î˛‰ÂÌËfl, ‚˚ÔÓÎÌÂÌÌ˚Â Á‡ ÔÂËÓ‰ ‚ÂÏÂÌË, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ËÈ T, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Ì‡Ï ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ∆l.

3.3 èéèÖêÖóçõÖ Çéãçõ Ç ëíêìçÖ

ÑÓ ÒËı ÔÓ Ï˚ ËÁÛ˜‡ÎË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÔÛÊËÌÂ,
ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ Ë ‚ÓÎÌ˚ ËÏÂÎË ÎË·Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ, ÎË·Ó ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl. íÂÔÂ¸ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı
(Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı) ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÒÚÛÌ˚.

êÄëíüÜÖçàÖ à ëåÖôÖçàÖ ëíêìçõ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÔflÏ‡fl ÒÚÛÌ‡ ÔÓ‰‚Â-
„‡ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ‡ÒÚflÊÂÌË˛ (ËÒ. 3.11, ‡). àÁ-Á‡ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú
‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÒËÎ˚ ‡ÒÚflÊÂÌËfl, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í Í‡Ê‰ÓÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚÛ ÒÚÛÌ˚
(ËÒ. 3.11, ·).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Á‡ÍÓÌÛ ÉÛÍ‡ ËÏÂÂÏ

T0 = k∆l∗   (3.104)

„‰Â T0 Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ÒËÎ˚, k – ÊÂÒÚÍÓÒÚ¸ ÒÚÛÌ˚, ‡ ∆l∗ –
Û‰ÎËÌÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ∆l (∆l∗ <<     ∆l).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÚÛÌ‡ Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl, ‡ÒÚflÊÂÌËÂ T0 – ÔÓÒÚÓflÌÌÓ:

T0 = const.   (3.105)

èÛÒÚ¸ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÒÚÛÌ˚ ‚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË. ÅÎ‡„Ó‰‡fl ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÏ ‚ÌÛÚ-
ÂÌÌËÏ ÒËÎ‡Ï, ‚ ÒÚÛÌÂ ‚ÓÁÌËÍÌÂÚ ‰‚ËÊÂÌËÂ, Ë Ì‡¯‡ Á‡‰‡˜‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ,
˜ÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ˝ÚÓ fl‚ÎÂÌËÂ.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ Ì‡ÍÎÓÌ Í‡Ê‰Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÓÚ-
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ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Â„Ó ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î. àÁ ËÒ. 3.11, â ‚Ë‰-
ÌÓ, ˜ÚÓ Ì‡ÍÎÓÌ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÒÚÛÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
tan ( , )( , )α ∂

∂
= = ′s x t

x
s x tx

  .   (3.106)

á‰ÂÒ¸  s(x, t) – ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÒÚÛÌ˚ ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË,
α – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ dl Ë ÓÒ¸˛ x. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl  s′ (x,
t)  ÒÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ x ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ì‡ÍÎÓÌ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÚÛÌ˚ Ë, ‚
Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË.

èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ Ì‡ÍÎÓÌ˚ ‚ ÒÚÛÌÂ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚, ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl  s′ (x, t) ÏÌÓ„Ó ÏÂÌ¸¯Â Â‰ËÌËˆ˚ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ï˚ ÏÓÊÂÏ
ÔÂÌÂ·Â˜¸ Í‚‡‰‡ÚÓÏ ˝ÚÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌ˚, Ú.Â.

    ′[ ] =s x tx ( , ) 
2

0 .   (3.107)

Ñ‡ÌÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚ ‡Ì‡ÎËÁ ‰‚ËÊÂÌËfl.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ dl, ÍÓÚÓ˚È ÏÓÊÌÓ

Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚È ÓÚÂÁÓÍ (ËÒ. 3. 11, â). Ö„Ó ‰ÎËÌ‡ dl ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl Í‡Í

    dl dx ds= +2 2

ËÎË

    
dl dx s x t dxds

dx
x= + 





= + ′1 1
2

2( ( , )) .

ë Û˜ÂÚÓÏ (3.107) ÔÓÎÛ˜ËÏ

êËÒ. 3.11.  ëÚÛÌ‡ ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡ÒÚflÊÂÌËfl
(a); ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÒÚÛÌ˚ (á); ËÁ„Ë·
˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÒÚÛÌ˚ (â); ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ ÒÚ ÛÌ˚ (ã); ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ
ÒÚÛÌ˚ (ä)
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dl = dx.   (3.108)

ùÚÓ Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ Ì‡¯ÂÏ
ÔË·ÎËÊÂÌËË Ï‡Î˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÒÚÛÌ˚ ÌÂ ÔË‚Ó‰flÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ ‰ÎËÌ˚ ÂÂ
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl ÓÒÚ‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÓÈ
ÊÂ, Í‡Í Ë ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl, Ú.Â.

T = T0.   (3.109)

àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl ‡‚Ìfl-
ÂÚÒfl  T0, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÙÓÏ˚ ÒÚÛÌ˚. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÂÎË˜ËÌÛ T0 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡-
ÚË‚‡Ú¸ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÒÚÛÌ˚, ÍÓÚÓ˚È ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÂÂ ‡ÒÚflÊÂÌËÂÏ
‚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË, ÍÓ„‰‡ (x, t) = 0. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,  Ï˚ ·Û‰ÂÏ ı‡‡Í-
ÚÂËÁÓ‚‡Ú¸ ÒÚÛÌÛ ‰‚ÛÏfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÎËÌÂÈÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ρ Ë
‚ÂÎË˜ËÌÓÈ ‡ÒÚflÊÂÌËfl T0.

ÇõÇéÑ ìêÄÇçÖçàü ÑÇàÜÖçàü

 ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒËÎ˚, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ì‡ Ó·‡ ÍÓÌˆ‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ dl. å˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡-
„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÒÚÛÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ „Ë·ÍÓÈ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒËÎ‡ T0 Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌ‡ ÔÓ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÚÛÌ˚. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ
˝ÎÂÏÂÌÚ dl ÔflÏÓÎËÌÂÂÌ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒËÎ˚ T0 Ë –T0 Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ˚ ‚‰ÓÎ¸
Ó‰ÌÓÈ Ô flÏÓÈ (ËÒ. 3.11, ã).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒËÎ˚, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í ÍÓÌˆ‡Ï ˝ÎÂÏÂÌÚ‡, ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛
‚ÂÎË˜ËÌÛ Ë ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl
ÌÛÎ˛:

F = T0 – T0 = 0,

Ë ˝ÎÂÏÂÌÚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌ ÎË·Ó ÔÓ-
ÍÓËÚÒfl, ÎË·Ó ‰‚ËÊÂÚÒfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. í‡ÍÓÈ ÊÂ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒËÎ˚. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,

Fx (x2, t) = T0 cos α,    Fx (x1, t) = –T0 cos α,   

Fs (x2, t) = T0 sin α,     Fs (x1, t) = –T0 sin α.  

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

Fx = Fx (x2, t) + Fx(x1, t) = 0   

Ë

Fs= Fs (x2, t) + Fs (x1, t) = 0.   

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ Ï‡Î˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ dl ÒÎÂ„Í‡ ËÁÓ„ÌÛÚ, ÌÓ Â„Ó ‰ÎËÌ‡ ÔÓ-
Ô ÂÊÌÂÏÛ ‡‚ÌflÂÚÒfl  dx (ËÒ. 3.11, ä). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡ÍÎÓÌ ‡ÒÚfl„Ë‚‡˛˘ÂÈ
ÒËÎ˚ Ì‡ ‡ÁÌ˚ı ÍÓÌˆ‡ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÌÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚, Ë

Fx (x1, t)  = –T0 cos α1,      Fx (x2, t)  = T0 cos α2,      
Ë  (3.110)

Fs (x1, t)  = –T0 sin α1,      Fs (x2, t)  = T0 sin α2.      
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ÑÎfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ‚˚‚ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ dl, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
‚˚‡ÁËÚ¸ ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÙÛÌÍˆËË ˜ÂÂÁ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÒÏÂ˘ÂÌËfl s(x, t).
ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 3.11, â,

    
sin

( )
α = =

+
=

+ ′

ds

dl

ds

dx ds

ds

dx sx
2 2 21

ËÎË

    
sin

( )
α =

+ ′

s

sx1 2
,   (3.111)

Ë

    

cos
( )

α = =
+ + ′

dx
dl

dx

dx ds sx
2 2 2

1

1
.   (3.112)

èÂÌÂ·Â„‡fl ˜ÎÂÌÓÏ     ( )′sx
2 , ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
sin ( , )α = = ′

ds

dx
x

xs x t    Ë   cos α = 1.   (3.113)

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔÂ‚Û˛ Ô‡Û ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (3.110), ÔÓÎÛ˜ËÏ, ˜ÚÓ
ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒËÎ˚, ÔËÎÓÊÂÌÌÓÈ Í ˝ÎÂÏÂÌÚÛ dl, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ-
Ì‡fl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛:

Fx (x1, t)  = Fx (x2, t)  – Fx (x1, t) = 0.   (3.114)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎÓÊÂÌËË ÒÚÛÌ‡ Ì‡ıÓ‰ËÎ‡Ò¸ ‚ ÒÓÒÚÓflÌËË ÔÓÍÓfl,
‚˚‡ÊÂÌËÂ (3.114) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ‚ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÏ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒËÎ˚
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË s ‡‚ÌflÂÚÒfl

Fs (x1, t)  = T0 sin α2 – T0 sin α1

ËÎË

Fs (x1, t)  = T0    ′ − ′[ ]s x t s x tx x( , ) ( , )2 1  .   (3.115)

ïÓÚfl ˝ÎÂÏÂÌÚ dl ËÒÍË‚ÎÂÌ, ÓÌ ÔÓ-ÔÂÊÌÂÏÛ Ì‡ÒÚÓÎ¸ÍÓ Ï‡Î, ˜ÚÓ Ì‡ÍÎÓÌ

    ′s x tx ( , )   ÏÂÌflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ ÏÂÊ‰Û Â„Ó „‡ÌËˆ‡ÏË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
(3.115) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

Fs (x1, t)  =
    
T dxs

x
0

2

2

∂

∂
,   (3.116)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ dl = dx (ÙÓÏÛÎ‡ 3.108) Ë

    
′ − ′ =s x t s x t dxx x

s

x
( , ) ( , )2 1

2

2
  ∂

∂
.



103

ÇÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ÂÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÒÚÛÌ˚ Ë ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘Û˛ ÒËÎÛ
Fx, fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÚÓ˚Ï Á‡ÍÓÌÓÏ ç¸˛ÚÓÌ‡:

    
m Fs

t
s

∂

∂

2

2
=       ËÎË    

    
ρ ∂

∂
dx F x ts

t
s

2

2
= ( , ) 

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡  (3.116) ‚ (3.117) ‰‡ÂÚ

    
ρ ∂

∂

∂

∂

2

2 0

2

2

s

t

s

x
T=    ËÎË    

    

∂

∂

∂

∂

2

2 2

2

2

1s

t c

s

ts

= ,   (3.118)

„‰Â

    c Ts = 0 / ρ .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, Ï˚ ÔË¯ÎË Í ‚ÓÎÌÓ-
‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚‰ÓÎ¸ ÒÚÛÌ˚.
é‰Ì‡ÍÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˜‡ÒÚËˆ˚ ‰‚ËÊÛÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl. é·ÓÁÌ‡˜‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ v, ‡ ÒÍÓÓÒÚ¸
‚ÓÎÌ˚ c, ÔÓÎÛ˜ËÏ

v ⋅ cs = 0.   (3.120)

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ·Û‰ÂÏ Ó·ÒÛÊ‰‡Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ-
‰Â. èÓÒÚÂÈ¯ËÏ ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÒÚÛÌÂ.

 àÌÚÂÂÒÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ  ÒÍÓÓÒÚË ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı Ë ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚
ÔÛÊËÌÂ Ë ÒÚÛÌÂ

    c El =
∗ / ρ   Ë       c Ts = 0 / ρ   (3.121)

Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Ó Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ, ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ T0 Ë„‡ÂÚ ÚÛ ÊÂ ÓÎ¸, ˜ÚÓ Ë
ÛÔÛ„ËÈ Ô‡‡ÏÂÚ ÔÛÊËÌ˚ E∗. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ ‡ÒÚflÊÂÌËÂ ÒÚÛÌ˚ ÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÒËÎ¸Ì˚Ï, ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl.

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

s(x, t) = 
  
Af t Bg b tx

c

x

cs s

α −
















 + +



















Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı.
ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ÏÂı‡ÌËÁÏ „ÂÌÂ‡ˆËË ‚ÓÎÌ Ó˜ÂÌ¸ ÔÓÒÚ. ÖÒÎË ÌÂ-
ÍÓÚÓ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ÒÚÛÌ˚ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚‚Âı ËÎË ‚ÌËÁ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË s, ‚ ‰‚Ûı ÔËÎÂ-
„‡˛˘Ëı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ı ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÒËÎ‡  Fs. Ç ÒËÎÛ ËÌÂˆËË ˝ÚË
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl Ò ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰ÂÊÍÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. àı ‰‚ËÊÂ-
ÌËÂ ‚˚Á˚‚‡ÂÚ, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ·ÓÎÂÂ ‰‡ÎÂÍËı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚. ëÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ï˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÓÚ ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡
‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı.

á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Ó‰ÌÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ. ä‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ,
Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ‰‚‡ Ï‡Î˚ı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÒÚÛÌ˚ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ‰ÎËÌ‡ÏË. àÁÓ-
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„ÌÛÚ˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ËÏÂÎ ·ÓÎ¸¯Û˛ ‰ÎËÌÛ, Ë Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎË Â„Ó ‰Îfl ‚˚‚Ó‰‡
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ·ÓÎÂÂ ÍÓÓÚÍËÈ ˝ÎÂÏÂÌÚ fl‚ÎflÂÚÒfl Ôfl-
Ï˚Ï, Ë ‚ Â„Ó ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒËÎ˚ Fs Ë Â„Ó Ì‡ÍÎÓÌ Ò‚flÁ‡Ì˚
Í‡Í

Fs = 
    
T s x t

x
0
∂

∂

( , ) .   (3.122)

ùÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÓÒÚÂÈ¯Û˛ ÙÓÏÛ Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ ‰Îfl
Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‚ÓÎÌ.

ëàçìëéàÑÄãúçõÖ Çéãçõ

ëÂ‰Ë Â¯ÂÌËÈ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ËÏÂÂÚÒfl Ó‰Ì‡ „ÛÔÔ‡ ÙÛÌÍˆËÈ, ÍÓÚÓ-
‡fl Ë„‡ÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸. êÂ˜¸ Ë‰ÂÚ Ó ÙÛÌÍˆËflı, ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ÔÓ
‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌË˛. éÔË¯ÂÏ Í‡ÚÍÓ Ëı ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl

s (x, t) = A sin    ω t x cs−( )/    (3.123)

Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ.
á‰ÂÒ¸

ω = 2π f = 2π/T   (3.124)

fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÛ„Ó‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÓÈ, ‡ T – ÔÂËÓ‰ÓÏ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ. ä‡Ê‰˚È ËÁ ˝ÚËı
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ Í‡Í ÙÛÌÍ-
ˆËË ‚ÂÏÂÌË. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ A Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û, ‡ cs – ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, Ù‡Á‡ ‚ÓÎÌ˚ Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

ϕ = ωt
  
− ω

cs

x ,   (3.125)

Ë ÂÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

ϕ = ωt – kx,   (3.126)

„‰Â

k = ω/cs   (3.127)

fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ˜ËÒÎÓÏ. ÇÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ˜‡ÒÚÓÚÂ Ë
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ÒÍÓÓÒÚË cs. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, Ô‡‡ÏÂÚ k ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, Ë ‚ÏÂÒÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚Ó-
„Ó ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ‚Ë·‡ˆËË. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚‡ÊÂ-
ÌËÂ (3.123) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

s (x, t) = A sin ωt   (3.128)

Ë ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓ‚Â-
ÏÂÌÌÓ ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı ÒÚÛÌ˚.
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ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (3.126) ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸
ËÁÏÂÌÂÌËfl Ù‡Á˚ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÓÏ˚ ‚ÓÎÌ˚ Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ x.

ä‡Í Ï˚ ÁÌ‡ÂÏ, ÔÂËÓ‰ T  – ˝ÚÓ ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË

N = t2 – t1,

‚ ÚÂ˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Ù‡Á‡ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ 2π, ‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ s (x, t) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl
ÔÂÊÌËÏ, Ú.Â.

A sin (ωt1 – kx) = A sin (ωt2 – kx) =

= A sin (ωt1 – ωT – kx) = A sin (ωt1 – kx)

Ú‡Í Í‡Í

ωT = 2π.

í‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ λ ‚‚Ó‰ËÚÒfl Í‡Í ËÌÚÂ‚‡Î  ∆x:

λ = ∆x = x2 –  x1,

Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ Ù‡Á‡ Ú‡ÍÊÂ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ì‡ 2π, ‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÚÓ˜Í‡ı x1 Ë x2 ‡‚Ì˚
‰Û„ ‰Û„Û:

A sin (ωt – kx1) = A sin (ωt – kx2) =

=A sin (ωt – kx1 – kλ),

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

kλ = 2π       ËÎË      λ = 2π/k.         (3.129)

ë‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (3.124) Ë (3.129) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ λ Ë
‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k Ë„‡˛Ú ÓÎ¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÔÂËÓ‰‡ Ë
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‚Â Ô‡˚ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ω, T Ë λ, k Ò‚flÁ‡Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ.
í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ,

    
λ π π

ω
= − =2 2

k
cs

ËÎË

λ = csT,   (3.130)

Ú.Â. ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ – ˝ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓıÓ‰ËÚ ‰‡ÌÌ‡fl Ù‡Á‡ Á‡ ËÌÚÂ-
‚‡Î ‚ÂÏÂÌË, ‡‚Ì˚È ÔÂËÓ‰Û.

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÔÓ-
Í‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 3.12, a, á·.

çéêåÄãúçõÖ åéÑõ

ÑÓ ÒËı ÔÓ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ·ÂÒÍÓ-
ÌÂ˜ÌÓÈ ÒÚÛÌ˚. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÒÚÛÌ‡ ÌÂ ·ÂÒÍÓÌÂ˜Ì‡ Ë ÂÂ Ô‡‚˚È
ÍÓÌÂˆ ÊÂÒÚÍÓ Á‡ÍÂÔÎÂÌ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x = l (ËÒ. 3.12, â):
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s (l, t) = 0.   (3.131)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ.
èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË ÒÓ ÒÎÛ˜‡ÂÏ ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚‰ÓÎ¸

ÔÛÊËÌ˚, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x = l Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í
ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÍÓÚÓ‡fl Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ Ë
ËÏÂÂÚ ÚÛ ÊÂ ˜‡ÒÚÓÚÛ:

sr (x, t) = B sin (ωt + kx + ϕ0),   (3.132)

„‰Â ϕ0 – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ‡fl Ó·˚˜ÌÓ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ Ù‡-
ÁÓÈ, Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ B Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï.

áÌ‡Í ÔÎ˛Ò ÔÂÂ‰ kx ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‰‚ËÊÂÚÒfl ‚
ÒÚÓÓÌÛ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x = 0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‚ÓÎÌÛ ÏÓÊÌÓ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

s (x, t) = A sin (ωt – kx) + B sin (ωt + kx +ϕ0).   (3.133)

ç‡ Ô‡‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ, x = l, Ï˚  ‰ÓÎÊÌ˚ ËÏÂÚ¸

A sin (ωt – kl) + B sin (ωt + kl + ϕ0) .   (3.134)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰‡ÌÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË,
Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ Ù‡Á˚ Ó·ÂËı ‚ÓÎÌ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û:

êËÒ. 3.12. ëËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË (a) Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl (á); ÔÓÎÛ·ÂÒÍÓ-
ÌÂ˜Ì‡fl ÒÚÛÌ‡ Ò Á‡ÍÂÔÎÂÌÌ˚Ï ÍÓÌˆÓÏ (â); ÒÚÛÌ‡ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ ̊  Ò Á‡ÍÂÔÎÂÌÌ˚ÏË
ÍÓÌˆ‡ÏË (ã)
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ωt – kl = ωt + kl + ϕ0

ËÎË

ϕ0 = –2kl.   (3.135)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ËÁ (3.134) ÔÓÎÛ˜ËÏ

B = –A.   (3.136)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ Ì‡¯ÎË Ú‡ÍËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ Ù‡Á˚ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚
ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ (3.131) Ë
‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛.

á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ‰‚‡ Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl.
‡) éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ ϕ0 Ë B ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÎÓÒ¸ Ì‡ ÚÓÏ Ó·ÒÚÓfl-

ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â, ˜ÚÓ Ù‡Á˚ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ‡‚Ì˚ Ì‡
„‡ÌËˆÂ x = l. ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ˝ÚÓ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó Ù‡Á˚
Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚ı ÒÎÛ˜‡flı.

·) éÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ì‡ ‚ÒÂı ˜‡ÒÚÓÚ‡ı, ÔË˜ÂÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ó‰-
ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‰‚Â ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı:

s (x, t) = A [sin (ωt – kx) – sin (ωt + kx – 2kl)]. (3.137)

ùÚË ‚ÓÎÌ˚ ËÏÂ˛Ú Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ˜‡ÒÚÓÚÛ Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û, ÌÓ ‡ÁÌ˚Â Ù‡Á˚.
àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ ÚË„ÓÌÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ÔÓÎÛ˜ËÏ

s (x, t) = 2A sin k(l – x) cos(ωt – kl),   (3.138)

Ú.Â. ÙÛÌÍˆË˛, ÍÓÚÓ‡fl ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ.
ùÚÓ ÔÂ‚˚È ÔËÏÂ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, Ë, Í‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ

‚˚‡ÊÂÌËfl (3.138), ÙÛÌÍˆËfl s (x, t) ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û-
˛Òfl ‚‰ÓÎ¸ ÒÚÛÌ˚.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÚÛÌÛ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ l Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ó·‡ ÂÂ
ÍÓÌˆ‡ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ (ËÒ. 3.12, ã). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â „ ‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Á‡ÔËÒ˚-
‚‡˛ÚÒfl Í‡Í

s (0, t) = 0  Ë   s (l, t) = 0.   (3.139)

ÇÓÎÌÓ‚Û˛ Í‡ÚËÌÛ ÏÓÊÌÓ ÓÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ,
˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚ ‰ÓÒÚË„Î‡ Ô‡‚Ó„Ó ÍÓÌˆ‡ ÒÚÛÌ˚. ùÚÓ ÔË‚Ó-
‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl Í ÎÂ‚ÓÏÛ Í‡˛
ÒÚÛÌ˚. Ç ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ÌÓ‚‡fl ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡, ÍÓÚÓ‡fl ‡ÒÔÓÒÚ-
‡ÌflÂÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË x. äÓ„‰‡ ÓÌ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ô‡‚Ó„Ó Í‡fl, ÒÌÓ‚‡ Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÓÚ‡ÊÂÌËÂ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰‚Â „ÛÔÔ˚ ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ ÔÓ-
ÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı.

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ËÁ ˝ÚËı „ÛÔÔ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó
˜ËÒÎ‡ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË. íÓ„‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ‚ ‚ÓÎ-
ÌÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰
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s (x, t) = 
    

s x tn
n

( , ) 
=

∞

∑
0

ËÎË

s (x, t) = 
    

A t k x B t k xn n n n
n

n
n

n n n sin( ) sin( )ω ϕ ω ϕ− − + + +
=

∞

=

∞

∑ ∑1
0 0

2 .   (3.140)

ÑÎfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚ¸ „‡ÌË˜ÌÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Ì‡ ÎÂ‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ
ÒÚÛÌ˚ (x = 0), ÔÓÚÂ·ÛÂÏ, ˜ÚÓ·˚ ‚˚ÔÓÎÌflÎÓÒ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

An sin(ωnt – ϕ1n) + Bn sin(ωnt + ϕ2n) = 0.

éÚÒ˛‰‡

Bn cos ϕ2n + Bn cos ϕ1n = 0
Ë

Bn sin ϕ2n – An sin ϕ1n = 0.

èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‰‡˛Ú

ϕ1n + ϕ2n = πm
Ë (3.141)

Bn = (–1) m+1 An,

„‰Â m – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Ê‰˚È ËÁ ˜ÎÂÌÓ‚ (3.140) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

sn(x, t) = An[sin(ωnt – knx – ϕ1n) – sin(ωnt + knx – ϕ1n)]

ËÎË   (3.142)

sn(x, t) = –2An sin knx cos (ωnt – ϕ1n).

çÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Â˘Â Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚ¸ ÛÒÎÓ‚Ë˛ Ì‡ Ô‡‚ÓÏ ÍÓÌˆÂ ÒÚÛÌ˚. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ËË Ò (3.142) ˝ÚÓ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚Û:

–2An sin knx cos (ωnt – ϕ1n) = 0

ËÎË

sin knl = 0.   (3.143)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ:

knl= πn,   (3.144)

„‰Â n – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ, n = 1, 2, 3,... ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó sn

ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

sn (x, t) = – 2An sin
  

πn

l
x





cos(ωnt – ϕ1n)   (3.145)

Ë ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÚÓfl˜Û˛ ‚ÓÎÌÛ. á‰ÂÒ¸

ωn =  kncs = 
  
πn

l
cs .   (3.146)
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ë‡Ï‡fl  ÌËÁÍ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ó·˚˜ÌÓ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÈ Ë ‡‚ÌflÂÚÒfl

ω1 =  πcs/l.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ (3.130), ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚
‚Ë‰Â

λ1 = 2l,

Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl Û‰‚ÓÂÌÌÓÈ ‰ÎËÌÂ ÒÚÛÌ˚.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó n
ωn = nω1     Ë      λn = λ1/n.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (3.145), ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ 2An sin
  
πn

l
 ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ËÏÂ-

ÂÚ Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÙÓÏÛ.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ÚÓ˜Í‡ı, Ì‡Á˚‚‡ÂÏ˚ı ÛÁÎ‡ÏË, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ, ‡ ÔÓ-

ÎÓÊÂÌËÂ ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl

  
πn

l
x = mπ.

á‰ÂÒ¸ m – Ú‡ÍÊÂ ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ:

m = 0, 1, 2, ...

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ÚÓ˜ÍË (ÔÛ˜ÌÓÒÚË), ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ
Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û. éÌË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

    
π πn

l
x =

2
(2m – 1).

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‚ÓÎÌ ‚ ÔÓÎÛ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÚÛÌÂ Ú‡ÍÊÂ ÔË‚Ó-
‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÒÚÓfl˜ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ (3.138).

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò (3.142), Í‡Ê‰‡fl ÒÚÓfl˜‡fl ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËÂÈ
‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ. ùÚË ‚ÓÎÌ˚ ÔÓ-‡ÁÌÓÏÛ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ ÎËÚÂ‡-
ÚÛÂ: „‡ÏÓÌËÍË, ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÏÓ‰˚, Ò‚Ó·Ó‰Ì˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚Â
ÙÛÌÍˆËË ÒÚÛÌ˚. ó‡ÒÚÓÚ˚ ÒÚÓfl˜Ëı ‚ÓÎÌ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡-
ÏË ÒÚÛÌ˚. ÇÓÎÌ‡ Ò Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÌËÁÍÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÓÈ ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌ‰‡ÏÂÌ-
Ú‡Î¸ÌÓÈ ÏÓ‰ÓÈ, ‡ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ – Ó·ÂÚÓÌ‡ÏË.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚‰ÓÎ¸
ÒÚÛÌ˚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚ l, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒÛÏÏ˚
ÒÚÓfl˜Ëı ‚ÓÎÌ, ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÓ‰˜ËÌfl˛ÚÒfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Û (3.14, 6).

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.
‡) ëËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‚˚Á‚‡ÌÌ‡fl „‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÎÓÈ, ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÍÓÚÓ-

ÓÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÏÓ‰, ÌÂ ÏÓÊÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ‚
ÒÚÛÌÂ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ‰ÎËÌ˚. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ËÁ-Á‡ ÂÁÓÌ‡ÌÒ‡ Ë ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl
Á‡ÚÛı‡ÌËfl, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ·˚Î‡ ·˚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ.

·)  íÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ÏË ÏÓ‰‡ÏË Ò
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï Ì‡·ÓÓÏ ˜‡ÒÚÓÚ ÏÓÊÌÓ Ó·˙flÒÌËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓÌflÚËfl ÍÓÌÒÚ-
ÛÍÚË‚ÌÓÈ Ë ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË.


