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É Î ‡ ‚ ‡  7. ëìèÖêèéáàñàü ëàçìëéàÑÄãúçõï
Çéãç, àåÖûôàï êÄáçõÖ óÄëíéíõ
à Ñãàçõ Çéãç

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı „Î‡‚‡ı Ï˚ ÓÔËÒ‡ÎË ËÌÚÂÙÂÂÌˆË˛ ‚ÓÎÌ, ËÏÂ˛˘Ëı Ó‰ËÌ‡-
ÍÓ‚˚Â ˜‡ÒÚÓÚ˚ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ, Ë  ‡ÒÒÏÓÚÂÎË
Ú‡ÍËÂ fl‚ÎÂÌËfl, Í‡Í ÒÚÓfl˜‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÙÓÏËÓ‚‡ÌËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÎÂ-
·‡ÌËÈ Ë fl‚ÎÂÌËÂ ‰ËÙ‡ÍˆËË. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó Ï˚ ÒÏÓ„ÎË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ‚
‚Ë‰Â ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ë Ó·˙flÒÌËÚ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‚‡ÊÌ˚Â ÓÒÓ-
·ÂÌÌÓÒÚË ‰ËÙ‡ÍˆËË, Ì‡ÔËÏÂ ˜ÂÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÁÓÌ Ò ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌËÁÍÓÈ Ë
‚˚ÒÓÍÓÈ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸˛.

í‡ÍÊÂ Ï˚ ÓÔËÒ‡ÎË ‚ÓÁÌËÍÌÓ‚ÂÌËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
‚Ó‰˚ Ë ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡ÎË ˝ÙÙÂÍÚ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÓÚ
ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ËÏÂ˛˘Ëı ‡ÁÌ˚Â
˜‡ÒÚÓÚ˚ Ë ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ. ùÚÓÚ ÒÎÛ˜‡È Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÂÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ ÔÓÏÓ„‡ÂÚ
ÔÓÌflÚ¸, Í‡Í ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ (ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ)
‚ÓÎÌ˚.

7.1. ÉêìèèÄ Çéãç.
îÄáéÇÄü à ÉêìèèéÇÄü ëäéêéëíà

ëÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌÂ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl, Ì‡ÔËÏÂ,
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:

s(x, t) = s0cos(ω t – kx), (7.1)
„‰Â

k = ω/c (7.2)

fl‚ÎflÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ˜ËÒÎÓÏ, ‡ c ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ Ù‡Á˚ Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. ç‡ÔËÏÂ,
Í‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 7.1, a, Ó‰Ì‡ Ë Ú‡ ÊÂ Ù‡Á‡ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı x1 Ë x2   
(x1 > x2) Ë, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (7.1),

ω t1 – kx1 = ω t2 – kx2

ËÎË

    
c x x

t t
= −

−
2 1

2 1
.

ë Û˜ÂÚÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.2) ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.1) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â
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s x t s tx

c
( , ) cos= −



0 ω

ËÎË

    
s x t s x ct( , ) ( ) cos 2= −0

π

λ
.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl
ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓÒÚË, ‚ÏÂÒÚÓ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡·Î˛‰‡˛Ú-
Òfl ÒËÌıÓÌÌ˚Â ‚Ë·‡ˆËË (ËÒ.
7.1, á).

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ
Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÌÂ Á‡‚Ë-
ÒËÚ ÓÚ ˜‡ÒÚÓÚ˚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ
ÒÓ·ÓÈ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡-
Ì˚ı ‚ÓÎÌ (ËÌÚÂ„‡Î îÛ¸Â), ÏÓÊ-
ÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ c ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ
ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Ú‡ÍÓÈ
‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x (ËÒ. 7.1, â).
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ c ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
Ú‡ÍÊÂ  ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÂÂÌÓÒ‡ ˝ÌÂ-
„ËË. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚
ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl x.

ÖÒÎË ÊÂ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ-
‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸,
˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ c(ω) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÙÛÌÍˆËÂÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚, ÚÓ ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ
‰ËÒÔÂÒËfl, Ë ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÌÂÒÚ‡ˆË-
ÓÌ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÒÚ‡ÌÂÚ „Ó‡Á‰Ó
·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚Ï. óÚÓ·˚ ËÒÒÎÂ‰Ó-
‚‡Ú¸ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Ú‡ÍÓÈ
‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ
ÔËÏÂÓ‚.

èËÏÂ 1. Ñ‚Â ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚

èÛÒÚ¸ ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËÂÈ ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓÈ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚË, ËÏÂ˛˘Ëı Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë Ï‡ÎÓ ‡ÁÎË˜‡˛˘ËÂ-
Òfl Ù‡ÁÓ‚˚Â ÒÍÓÓÒÚË Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ˜ËÒÎ‡:

êËÒ. 7.1. î‡Á˚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ
(‡); ÒËÌıÓÌÌ˚Â ÍÓÎÂ·‡ÌËfl (·); ÌÂ-
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ  ̊ (‚); ÒÛÔÂÔÓÁË-
ˆËfl ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ („)
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s x t A x c t A x c t( , ) ( ) ( ) cos cos2 2= − −









 + − −











π

λ

π

λ
α α

1
1 1

2
2 2 . (7.3)

á‰ÂÒ¸ α1 Ë α2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â Ù‡Á˚, Ë

    
λ λ

λ
1

2
= −

d
, 

    
λ λ

λ
2

2
= +

d
,

(7.4)

    
c c

dc
1

2
= − , 

    
c c

dc
2

2
= + ,

ÔË˜ÂÏ

dc/c << 1, dλ/λ << 1. (7.5)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
s x t A x t

c c
( , ) cos= +






 − +















−





×2 1 1

1 2

1

1

2

2
1π ϕ

λ λ λ λ

    
× −






 − −















−





cos π

λ λ λ λ
ϕ1 1

1 2

1

1

2

2
2x t

c c
, (7.6)

„‰Â

  
ϕ α α

1
1 2

2
= +  Ë 

  
ϕ α α

2
1 2

2
= − .

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ å‡ÍÎÓÂÌ‡, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Â ‚˚-
‡ÊÂÌËfl:

    

1 1

1
2

1

21
2λ

λ
λ

λ

λ

λ

λ
= ≈ +

−










d

d ,  

    

1 1

1
2

1

22
2λ

λ
λ

λ

λ

λ

λ
= ≈ −

+










d

d

Ë

  

1 1 2

1 2λ λ λ
+ ≈ , 

    

1 1

1 2
2λ λ

λ

λ
− ≈

d .

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÔÓÎÛ˜ËÏ

    

c c dc c

d
c dc

c

d1

1

1 2

1 2 2 2
1

λ λ λ λ λ

λ

λ
= ≈ − +

−( )
−( )











/

/
,

    

c c dc c

d
c dc

c

d2

2

1 2

1 2 2 2
1

λ λ λ λ λ

λ

λ
= ≈ + −

+( )
+( )











/

/

Ë

    

c c c1

1

2

2
2

λ λ λ
+ ≈ ,
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c c dc cd d dc
d

c1

1

2

2
2 2λ λ λ

λ

λ

λ

λ λ
λ− ≈ + = −






.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.6) ÏÓÊÌÓ ‚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÏ ‚Ë‰Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
Í‡Í

    
s x t A x c t x ct

d
g( , ) ( ) ( ) cos cos ,2= − −





− −





2
2 2 1

π λ

λ

π

λ
ϕ ϕ (7.7)

„‰Â

    
c cg

dc
d

= −λ
λ

. (7.8)

á‰ÂÒ¸ dc Ë dλ – Ï‡Î˚Â ÔË‡˘ÂÌËfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ  c Ë λ.
èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, Á‡ÏÂÚËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:
‡) ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ù‡Á ϕ1 Ë ϕ2 Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ‚˚·Ó‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË x = 0 Ë Ì‡-

˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË;
·) ‚ „Î‡‚Â 2 ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Î‡Ò¸ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ÍÓÎÂ·‡-

ÌËÈ Ò ·ÎËÁÍËÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË, ÔË˜ÂÏ Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ
˝ÚËı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ÓÔËÒ˚‚‡ÎÓ ‚Ë·‡ˆËË, ˜ÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎËÎÓ Ì‡Ï ËÁÛ˜ËÚ¸ ˝ÙÙÂÍÚ
·ËÂÌËfl.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (7.7), ÙÛÌÍˆËfl s(x, t) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ‡ ‚ ‚Ë‰Â ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ‚ÓÎÌ˚ Ò ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‡ÁÌ˚ÏË ‰ÎËÌ‡ÏË ‚ÓÎÌ.
é‰ÌÓÈ ËÁ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ fl‚ÎflÂÚÒfl

    
2

2 2A x c t
d

gcos
π λ

λ
ϕ( )− −





, (7.9)

‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
λ λλ

λ
λ
λ

g
d d

= =2 2
2 . (7.10)

ÇÚÓ‡fl ‚ÓÎÌ‡

    
cos 2

1
π

λ
ϕ( )x ct− −





(7.11)

ËÏÂÂÚ ‰ÎËÌÛ ‚ÓÎÌ˚, ‡‚ÌÛ˛ λ.
ÇÓÎÌ‡ s(x, t) ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÌË ÔÓ  ‚ÂÏÂÌË, ÌË ÔÓ

‡ÒÒÚÓflÌË˛, Ë, Í‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 7.1, ã – 7.2, a, á·, â, ÙÓÏ‡ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚
ÏÂÌflÂÚÒfl ÔÓ ÏÂÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

λg >>  λ , (7.12)

‰‡ÌÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í “ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÛ˛” ‚ÓÎÌÛ Ò ‰ÎËÌÓÈ
‚ÓÎÌ˚ λ  Ë ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÏÂÌfl˛˘ÂÈÒfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ

    
A A x c tg

g
g= − −









2 2

2cos π

λ
ϕ( ) . (7.13)
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ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Ô‡ÍÚË-
˜ÂÒÍË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ‰ÎËÌ‡ÏË ‚ÓÎÌ Ë ÒÍÓÓÒÚflÏË ËÒıÓ‰Ì˚ı ‚ÓÎÌ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÂÂ
‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÏÓ‰ÛÎËÛÂÚÒfl ÏÌÓÊËÚÂÎÂÏ

êËÒ. 7.2.  ëÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ
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cos .2

2
π

λ
ϕ

g
gx c t( )− −











ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl.
ÇÌ‡˜‡ÎÂ Á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl x Ë ‚˚·ÂÂÏ Ú‡ÍÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË,
ÍÓ„‰‡ Ù‡Á˚ Ó·ÂËı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (7.3) ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û:

    

2 2

1
1 1

2
2 2

π

λ

π

λ
α α( ) ( )x c t x c t− − = − − .

éÚÒ˛‰‡

    
2 21 1

1 2

1

1

2

2
1 2π π α α

λ λ λ λ
− = − + −

















x tc c

ËÎË

    
2 2 2

2
1 2 2 1

2
2π π ϕλ

λ

λ λ

λ

d c cx t= +− . (7.14)

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
2 2 2

2 2 2π π λ ϕλ

λ

λ

λ λ

d d dc
d

x c t= − +





 .

Ñ‡ÎÂÂ, Û˜ËÚ˚‚‡fl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (7.8), ËÏÂÂÏ

    

π λ

λ
ϕd x c tg2 2( ) .− = (7.15)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (7.13) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl (7.10), Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ,
ÍÓ„‰‡ Ù‡Á˚ Ó·ÂËı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, ÙÛÌÍˆËfl Ag(x, t) ‰ÓÒÚË-
„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl

Ag = 2A. (7.16)

ùÚÓÚ ÊÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.3).
íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ s(x, t) Á‡‚ËÒËÚ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ù‡Á˚

    
τ ϕπ

λ
= − −2

1( ) .x ct

ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË Ù‡Á‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
( ) ,2 1

2
n + π

ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË s(x, t)  ‡‚ÌÓ ÌÛÎ˛. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÔË

τ = πn

ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËÈ s(x, t) Ë Ag(x, t) ÏÓ„ÛÚ ÓÚÎË˜‡Ú¸Òfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡ÍÓÏ.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl Ag ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl –2A

‚ Ú‡ÍÓÈ ÏÓÏÂÌÚ t, ÍÓ„‰‡ ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‡‚ÌflÂÚÒfl 2π.
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË

t1 = t + ∆t,
„‰Â

∆ t <<  t.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â ÒËÌÛÒÓË‰˚ ËÏÂ˛Ú ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ Ë
Ù‡ÁÓ‚˚Â ÒÍÓÓÒÚË, Ëı Ù‡Á˚

    
τ απ

λ
1 1

1
1 1 1

2( , ) ( )x t x c t = − −

Ë

    
τ απ

λ
2 1

2
2 1 2

2( , ) ( )x t x c t = − −

ÌÂ ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û ‰‡ÊÂ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ëı ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î‡.
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÛÒÎÓ‚ËÂ (7.15) ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚÒfl Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ

Ag < 2A.

ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË, ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á

∆τ = τ1 – τ2

Ú‡ÍÊÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, Ó‰Ì‡ÍÓ, Í‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.5),  ˝ÚÓ ËÁÏÂÌÂÌËÂ
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ó˜ÂÌ¸ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ∆t = λ/c, Ú.Â. ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË
Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‡‚ÂÌ ÔÂËÓ‰Û ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ T, ÚÓ

    
∆τ λ α λ απ

λ

π

λ
= − +




−




− − +




−





2 2

1
1 1

2
2 2x c t

c
x c t

c

ËÎË

    
∆τ π

πλ

λ λ

λ

λ
= −







 = −








2 1

1

2

2

2
c

c c d dc

c
 <<  1,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t Ù‡Á˚ ‡‚Ì˚ ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ.
èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË,

ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂ‚ÓÒıÓ‰fl˘ÂÏ ÔÂËÓ‰ T , ÙÛÌÍˆËfl Ag ÎË¯¸ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚ-
ÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ 2A. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË-
‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ (7.3) ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ “‡ÏÔÎËÚÛ‰˚” Ag, Ë ‚ÓÎÌ‡ ω  ‚Â‰ÂÚ
ÒÂ·fl Í‡Í Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ Ò ÔÓ˜ÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ,
‡‚ÌÓÈ 2A. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ∆τ  Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl, Ë ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl
‚ÓÎÌ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË Ag. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË ∆τ  =
= π, ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ s(x, t) ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛, Ú.Â. ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚
‚Á‡ËÏÌÓ „‡ÒflÚ ‰Û„ ‰Û„‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÈ ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË
t >>  T, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÙÛÌÍˆËfl Ag ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (7.13), ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÔÓˆÂÒÒ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚-
ÌÓÈ Ë ‰ÂÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ÌÓÒËÚ ÔÂËÓ‰Ë˜ÂÒÍËÈ ı‡‡ÍÚÂ.

èÂËÓ‰ ÙÛÌÍˆËË Ag ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
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π λ

λ

π λ

λ
π

d d
x c t x c t Tg g g2 2

2( ) [ ( )] .− − − + =

éÚÒ˛‰‡

    
Tg

gc d
= 2 2λ

λ
  Ë 

    
ω π

g
gT

= 2 . (7.17)

íÓ˜ÌÓ Ú‡Í ÊÂ ÏÓÊÌÓ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ag Í‡Í ÙÛÌÍˆËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl x.
àÚ‡Í, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÙÓÏËÓ‚‡ÌË˛ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı
„ÛÔÔ. àı ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ Ag, ÍÓÚÓ‡fl „‡ÙË˜ÂÒÍË ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Ó„Ë·‡˛˘Û˛ ‚ÓÎÌ˚ s(x, t).

äÓÌÂ˜ÌÓ, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Í‡Ê‰ÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÛÌÍ-
ˆËË s(x, t) ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl, Ó‰Ì‡ÍÓ ÔÂËÓ‰ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚È Ë
‡‚ÌflÂÚÒfl T (ËÒ. 7.2, ‚).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (7.10), ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ „ÛÔÔ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    
λ λλ

λ

λ

λ
g

d d
= =2 22

 >>  λ . (7.18)

ë‡‚ÌË‚‡fl ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.17) Ë (7.18), ÔÓÎÛ˜ËÏ

λg = cgTg, (7.19)

Ú.Â. cg ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸, Ò ÍÓÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ „ÛÔÔ˚
(ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË Ag) ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. èÓ˝ÚÓÏÛ cg Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛.

ä‡Í ÛÔÓÏËÌ‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ÙÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚ s(x, t) ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ
Í‡Í ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x, Ú‡Í Ë ‚ÂÏÂÌË t (ÒÏ. ËÒ. 7.1, 7.2).

éÚÏÂÚËÏ Â˘Â Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚. ÖÒÎË Ò‡‚ÌËÚ¸
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË s(x, t) ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ Ë ‚ÂÏÂÌ, ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ì‡È-
ÚË Ú‡ÍËÂ ËÌÚÂ‚‡Î˚ x Ë t, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı s(x, t) ÔËÌËÏ‡ÂÚ Ó‰ÌË Ë ÚÂ ÊÂ ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÙÓÏÛÎÓÈ (7.7), ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò Û˜ÂÚÓÏ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ

Tg > T,

˝ÚË ËÌÚÂ‚‡Î˚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚

x2 – cgt2 = x1 – cgt1 Ë x2 – ct2 = x1 – ct1 + λ

ËÎË

∆x = cg∆t Ë ∆x = c∆t + λ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ÔËÌËÏ‡-
ÂÚ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı x1 Ë x2, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

  

∆t
c cg

=
−
λ ,
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‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË

  

∆x
c

c c
g

g
=

−

λ
. (7.20)

àÚ‡Í, Ï˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÎË „ÛÔÔÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ cg Í‡Í ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË Ag ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË Ù‡Á‡
‚ÓÎÌ˚

  

2π
λ

(x – ct) – ϕ1

‡‚ÌflÂÚÒfl πn, ÚÓ

|s(x, t)| = |Ag(x, t)|.

ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ˝ÌÂ„Ëfl ‚ÓÎÌ˚ ‡ÍÍÛÏÛÎËÛÂÚÒfl ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ‚ ÚÂı ÚÓ˜Í‡ı,
„‰Â ÙÛÌÍˆËfl |s(x, t)| ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl. èÓ˝ÚÓÏÛ
ÏÓÊÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ Ú‡ÍÊÂ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡Ò-
ÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË.

èÓ‡Ì‡ÎËÁËÛÂÏ ‰‡ÎÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÈ ÙÓ-
ÏÛÎÓÈ (7.8).

cg = c – λ
  

dc
dλ

.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚
‚ÓÎÌ˚, Ú.Â. dc/dλ > 0, ÚÓ „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÏÂÌ¸¯Â Ù‡ÁÓ‚ÓÈ.

ÖÒÎË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ λ, ÚÓ „ÛÔÔÓ‚‡fl Ë Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚË
‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û:

cg = c.

ç‡ÍÓÌÂˆ, ÂÒÎË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚,
ÚÓ

cg > c.

ó‡ÒÚÓ ·˚‚‡ÂÚ Û‰Ó·Ì˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ „ÛÔÔÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ (7.8) ‚ ‰Û„ÓÈ ÙÓ-
ÏÂ. ç‡ÔËÏÂ, Á‡ÏÂÌflfl λ Ì‡ 2π/k, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
λ ∂
∂λ

∂
∂

∂
∂

c
k

c
k

c
k

k= = −1
1( / )

,

Ú‡Í Í‡Í

    
d dk

k k

1 1
2

= .

éÚÒ˛‰‡

    
c c k ckg

c
k k

= + =∂
∂

∂
∂

( ). (7.21)
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ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

    
ck c c

cT
= = =2 2π

λ
π ω,

ËÏÂÂÏ

cg = dω/dk, (7.22)

Ë Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË cg ÓÚ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ω =
= ω(k). ÉËÔÓÚÂÚË˜ÂÒÍËÈ Ô ËÏÂ Ú‡ÍÓÈ ÙÛÌÍˆËË ÔÓÍ‡Á‡Ì Ì‡ ËÒ. 7.3, a. èÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, Ì‡ÍÎÓÌ ˝ÚÓÈ ÍË‚ÓÈ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ „ÛÔÔÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ dω/dk,
‡ Ì‡ÍÎÓÌ ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ‡ ω/k ‡‚ÌflÂÚÒfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË.

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÌËÊÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ÒÔÓÒÓ· ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ
ÒÍÓÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜‡˛˘ËÈÒfl, ÂÒÎË ‚ ÙÓÏÛÎÂ (7.8) Á‡ÏÂÌËÚ¸ ‰ÎËÌÛ ‚ÓÎÌ˚ λ Ì‡
c/f. ùÚÓ ‰‡ÂÚ

    
c c c cf c cfg

c
f

dc
d c f

dc
f dc cd f f cd f dc

c d f dc

f cd f dc
= − = − = − = −

− − −( / ) /

/

/
1 2

ËÎË

    

1 1
2 2c

f cd f dc

c d f dc c
f

c

dc
d fg

= = −−

−

/

/
. (7.23)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ x ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÍË‚‡fl s(x, t), ‡ Ú‡ÍÊÂ Ù‡-
ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚. íÓ„‰‡ ÔÂËÓ‰ T Ë ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ λ = cT ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl

êËÒ. 7.3.  ÉÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ Ë „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË (a); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl
ÙÓÏÛÎ˚ (7.24) (á); ÒÛÔÂÔÓÁËˆËË ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ (â, ã)
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ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ Ì‡·Î˛‰ÂÌËÈ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÂ-
ËÓ‰ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÛÊÌÓ ËÁÏÂËÚ¸ ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË ÏÂÊ‰Û
‰‚ÛÏfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡ÏË Ó„Ë·‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, ÍÓÚÓ˚È Ë ·Û‰ÂÚ ‡‚ÌflÚ¸Òfl Tg. é‰Ì‡-
ÍÓ ˝ÚÓÈ ËÌÙÓÏ‡ˆËË ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË. íÓ
ÊÂ Ò‡ÏÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Ë Í ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t0

ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÙÓÏ˚ ÒË„Ì‡Î‡ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÂÒÎË
‚ÓÎÌ‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ‰‚Ûı ‡ÒÒÚÓflÌËflı x1 Ë x2, ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÎÂ„ÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸
Í‡Í Ù‡ÁÓ‚Û˛, Ú‡Í Ë „ÛÔÔÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‰Û„ËÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ‚ÓÎÌÓ-
‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ Ë ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ. èÛÒÚ¸, Ì‡ÔËÏÂ,

c = ∆x/∆t1 Ë cg = ∆x/∆t2, (7.24)

„‰Â

∆x = x2 – x1 Ë λ > ∆x,

‡ ∆t1 Ë ∆t2 – ˝ÚÓ ËÌÚÂ‚‡Î˚ ‚ÂÏÂÌË ÏÂÊ‰Û, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË
Ù‡Á‡ÏË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ë Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË „ÛÔÔ˚ Ag (ËÒ.
7.3, á). ÖÒÎË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ, λ > ∆x, ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ, ÚÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı x1 Ë x2 Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ó‰Ì‡ Ë Ú‡ ÊÂ Ù‡Á‡.

å˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎË, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ó·ÂËı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ó‰ËÌ‡ÍÓ-
‚˚, ‡ Ëı ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ Ë Ù‡ÁÓ‚˚Â ÒÍÓÓÒÚË Ï‡ÎÓ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡.
Ñ‡ÌÌ˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl fl‚Îfl˛ÚÒfl ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ ‚‡ÊÌ˚ÏË ‰Îfl ÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ‚ÓÎÌÓ-
‚ÓÈ „ÛÔÔ˚. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.6), Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‡ÁÌÓÒÚÂÈ ∆λ  Ë
∆c ‚ÓÎÌÓ‚‡fl „ÛÔÔ‡ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ ( ËÒ. 7.3, â, ã). ÖÒÎË ÊÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒËÌÛÒÓË-
‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ A1 Ë A2 ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl, ÌÓ λ1 ≈ λ2 Ë c1 ≈ c2, ÚÓ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛
Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÒÛÏÏÛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ Ë ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ
‚ÓÎÌ˚ Ò ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ A1 – A2. èÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÔÓıÓÊËı ‚ÓÎÌÓ‚˚ı „ÛÔÔ
Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂı ÔË‚Ó‰ËÏ˚ı Á‰ÂÒ¸ ÔËÏÂ‡ı. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ËÁ-Á‡ ÚÓ„Ó,
˜ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

èËÏÂ 2: ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚È ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚ ÒÂ‰Â ÔËÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ:

    
s x t A k x c ti i i i

i

n

( , ) [ ( ) ], cos= − −
=
∑ α

1
(7.25)

„‰Â ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ÏË Ai, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ù‡ÁÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ci Ë ‚ÓÎ-
ÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË ki Ï‡Î‡.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t1 Ù‡Á˚ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ
ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍÂ x = x1, Ú.Â.

ki (x1 – cit1) – αi = kj (x1 – cj t1) – αj. (7.26)

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ˝ÚËı ‚ÓÎÌ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ. ÑÛ„ËÏË
ÒÎÓ‚‡ÏË, ÂÒÎË Ï˚ ÒÌÓ‚‡ Á‡ÏÂÌËÏ ÒËÒÚÂÏÛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÙÛÌÍˆËÂÈ
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s(x, t) = Ag(x, t)cos[k(x – ct) – α],

ÚÓ “‡ÏÔÎËÚÛ‰‡” Ag ‰ÓÒÚË„ÌÂÚ Ò‚ÓÂ„Ó Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ‡‚ÌÓ„Ó

    
A Ag i

i

n

.
=
∑

1

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÚÓÚ ÊÂ ˝ÙÙÂÍÚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË x2 = x1 +
+ ∆x ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t2 = t1 + ∆ t. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ù‡Á˚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı
‚ÓÎÌ ÒÌÓ‚‡ ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÓ‚Ô‡ÒÚ¸, Ú.Â.

ki (x2 – ci t2) – αi = kj (x2 – cj t2) – αj. (7.27)

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (7.26) – (7.27) ÔÓÎÛ˜ËÏ

ki∆x – kici∆t = kj∆x – kjcj∆t

ËÎË

(ki – kj)∆x = (kici – kjcj)∆t. (7.28)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

ki – kj = ∆k Ë kici – kjcj = ∆(kc), (7.29)

Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓÏÛ ‚˚‡ÊÂÌË˛ ‰Îfl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË

    
cg

x
t

kc
k

d

dk
= = →∆

∆

∆

∆

( ) ,ω  ÂÒÎË ∆k → 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒËÒÚÂÏ‡, ÒÓÒÚÓfl˘‡fl ËÁ n ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò ·ÎËÁÍËÏË
ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË k Ë c, Ó·‡ÁÛÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚Û˛ „ÛÔÔÛ, ÍÓÚÓ‡fl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ-
ÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ Ag(x, t, cg) Ë ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ cg.

èËÏÂ 3: ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ·Â„Û˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÛÁÍËÈ ˜‡ÒÚÓÚÌ˚È
ÒÔÂÍÚ. ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k = ω/c Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ
ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ:

k0 – ε < k < k0 + ε

Ë

ε/k0 << 1,

‚ÓÎÌÛ s(x, t) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

s(x, t) = Re S(x, t),

„‰Â

    
S x t A dkk

i k x ct

k

k
k( , ) .[ ( ) ] e= − −

−

+

∫
α

ε

ε

0

0

(7.30)
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ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË k ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ag Ë
ÒÍÓÓÒÚ¸ c(k) ÏÂÌfl˛ÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ.

ê‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl kc, Ú.Â. ÍÛ„Ó‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ω(k) ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡
‰‡ÂÚ

    
kc k c k k k kkc

k

kc

k
= + − + − +0 0 0

2

2 0
21

2

∂

∂

∂

∂

( ) ( )( ) ( ) ...,

„‰Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ·ÂÛÚÒfl ÔË k = k0 Ë c = c(k0).
èÂÌÂ·Â„‡fl ˜ÎÂÌ‡ÏË ‚ÚÓÓ„Ó Ë ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍËı ÔÓfl‰ÍÓ‚ ÔÓ (k–k0), ˝ÍÒ-

ÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ˜ÎÂÌ ‚ (7.30) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    e e e ei k x ct itk c itk kc
k

i kx kc
k

kt
k

k[ ( ) ]
( ) ( )

.− − −
− −








=α
∂
∂

α ∂
∂0 0

0

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
∂

∂

∂

∂

( ) ,kc

k

c

k
k c= +0 0

ËÏÂÂÏ

    e e e .
itk kc

k
itk c

k itk c0 0
2

0 0

∂
∂

∂
∂

( )

= −

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

    
S x t A dk

itk c
k

k
i k x c t

k

k
g k( , ) ,

[ ( ) ]
 e e=

− −

−

+

∫
0
2

0

0∂
∂ α

ε

ε

(7.31)

„‰Â

    
cg

kc

k k
= =∂

∂

∂ω

∂

( ) , ÂÒÎË k = k0,

fl‚ÎflÂÚÒfl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÓÎÌÛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

    
s x t k t A k x c t dkc

k
k g k

k

k

( , ) [ ( ) ] cos cos= 





− − −
−

+

∫0
2

0

0∂

∂
α

ε

ε

    
− 





− −
−

+

∫sin sink t A k x c t dkc

k
k g k

k

k

0
2

0

0∂

∂
α

ε

ε

[ ( ) ] .

çÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‚˚·Ó‡ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, Ó·‡ ËÌÚÂ„‡Î‡ ÓÔË-
Ò˚‚‡˛Ú ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËÂÒfl Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓ-
ÒÚ¸˛ cg. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰‡ÌÌ˚Â ËÌÚÂ„‡Î˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â
‚ÓÎÌ˚, ÒÓı‡Ìfl˛˘ËÂ Ò‚Ó˛ ÙÓÏÛ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x.
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Ç‚Ó‰fl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

    
f x c t A k x c t dkg k g k

k

k

1
0

0

( ) [ ( ) ]− = − −
−

+

∫ cos α
ε

ε

Ë

    
f x c t A k x c t dkg k g k

k

k

2
0

0

( ) [ ( ) ]− = − −
−

+

∫ sin α
ε

ε

,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

s(x, t) = f1(x – cgt)cos[k0(cg – c0)t] – f2(x – cgt)sin[k0(cg – c0)t], (7.32)

Ú‡Í Í‡Í

    
c c kg

dc

dk
− =0 0 .

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÔËÏÂÂ, ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı
‚ÓÎÌ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÙÓÏËÓ‚‡ÌË˛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ÒÓ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ cg, ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ˜ËÒÎ‡ Ë Ù‡ÁÓ‚˚Â ÒÍÓÓÒÚË ˝ÚËı
‚ÓÎÌ Ï‡ÎÓ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡.

àÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.32) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı x1 Ë x2 ‚ ÏÓ-
ÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË t1 Ë t2 ËÏÂÂÚ Ó‰ÌÓ Ë ÚÓ ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ

s(x1, t1) = s(x2, t2),

ÂÒÎË

    
∆t t t

k c cg

= − =
−

2 1
0 0

2π

Ë

    
∆x x x

c

k c c

g

g

= − =
−

2 1
0 0

2π
.

èË ‚˚‚Ó‰Â ÙÓÏÛÎ˚ (7.32) Ï˚ ÒÓı‡ÌËÎË ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ˜ÎÂÌ‡ fl‰‡
íÂÈÎÓ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ cg ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ Ë
‡‚ÌflÂÚÒfl

    
c c kg g

kc

k
= =∂

∂

( ) ( ).0

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (7.8), ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó, ÂÒÎË „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚:

c = a + bλ.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ λ,
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ÔË·ÎËÊÂÌËÂ (7.32) ·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÚÓ˜Ì˚Ï ÔË  ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÒÛÏÏ‡ ˜ÎÂ-
ÌÓ‚ fl‰‡ íÂÈÎÓ‡

    
t dc

dk

d c

dk

1

2

1

6

2
2

2
3ε ε+ +







...

Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î‡.
ùÚÓ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ, ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË t, ÚÂÏ

ÏÂÌ¸¯Â ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ k. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË, ÙÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‡Á‰ÂÎflÂÚÒfl Ì‡ ‰‚Â ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÂ „ÛÔÔ˚
Ò ·ÓÎÂÂ ÛÁÍËÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÓÏ k, Ë ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.32) ÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌËÚ¸ Í Í‡Ê‰ÓÈ
ËÁ ˝ÚËı „ÛÔÔ. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ú‡ÍËÂ ÊÂ ˝ÙÙÂÍÚ˚ Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ‚Ó ‚ÚÓÓÏ ÔËÏÂ-
Â, ÍÓ„‰‡ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÙÓÏËÛÂÚÒfl ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÒËÌÛÒÓË-
‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

á‰ÂÒ¸ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ:
‡) ‰Ó ÒËı ÔÓ Ï˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò

Ó˜ÂÌ¸ ·ÎËÁÍËÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË;
·) ÔÓ ˝ÚÓÈ ÔË˜ËÌÂ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl

Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔÓÈ, ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÌflÂÚ-
Òfl cg;

‚) ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È Ó˜ÂÌ¸ ¯ËÓ-
ÍÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ËÁÏÂÌÂÌËfl ˜‡ÒÚÓÚ Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ;

„) ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÙÓÏÂ ‚ÓÎÌ˚, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Ô‡ÍÚË-
˜ÂÒÍË ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‡ÁÎË˜ËÚ¸ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÛ˛ „ÛÔÔÛ Ò ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛;

‰) Ó‰Ì‡ÍÓ Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÌflÚËÂ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË Ë„‡ÂÚ ‚‡ÊÌÛ˛
ÓÎ¸.

7.2. ëìèÖêèéáàñàü ëàçìëéàÑÄãúçõï Çéãç à åÖíéÑ
ëíÄñàéçÄêçéâ îÄáõ

Ç ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ, Ó·‡ÁÓ-
‚‡ÌÌ˚ı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ÏË ‚ÓÎÌ‡ÏË Ò ÔÓ˜ÚË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ÓÎÌÓ-
‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ k Ë Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË c.

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, Á‰ÂÒ¸ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ Ó·‡
Ô‡‡ÏÂÚ‡ ÏÓ„ÛÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ. é‰Ì‡ÍÓ ÔÂÂ‰ ÚÂÏ Í‡Í
ÔËÒÚÛÔËÚ¸ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ, ÔÓÎÂÁÌÓ Â˘Â ‡Á Ó·‡ÚËÚ¸Òfl Í ÔÓÒÚÂÈ-
¯ÂÏÛ ÒÎÛ˜‡˛ ‰‚Ûı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ËÏÂ˛˘Ëı Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë
·ÎËÁÍËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ k Ë c. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌÓ‚‡, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ s(x, t)
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

s(x, t) = A0[cos(k1x – ω1t) + cos(k2x – ω2t)]. (7.33)
á‰ÂÒ¸

k1 = k0 – ∆k/2, k2 = k0 + ∆k/2
Ë

ω1 = ω0 – ∆ω/2, ω2 = ω0 + ∆ω/2.
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ëÛÏÏËÛfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
s x t A x t k x tk( , ) ( ) cos cos= −





−2 0 0 0
2 2

∆ ∆ω ω

ËÎË

s(x, t) = 2A cos(k0x – ω0t), (7.34)

„‰Â

    
A A x c tk

g= −2 0
2

cos ∆ ( ) (7.35)

fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚, ‡

cg = ∆ω/∆k (7.36)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÂÂ ÒÍÓÓÒÚ¸.
ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ÂÒÎË Ù‡Á˚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û:

k1x – ω1t = k2x – ω2t, (7.37)

ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ËÏÂÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ, ‡‚ÌÓÂ 2A0. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.37) ËÏÂÂÏ

x∆k = t∆ω

ËÎË

x = cgt, (7.38)

Ë ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎÛ (7.35) ‰‡ÂÚ

A = 2A0.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl
ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË Ú‡ÍËı ÁÌ‡˜ÂÌËflı ‡ÒÒÚÓflÌËfl Ë ‚ÂÏÂÌË, ÍÓ„‰‡ Ù‡Á˚ ‚ÓÎÌ ‡‚Ì˚
‰Û„ ‰Û„Û. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÌÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ˜ËÒÎ‡ Ë Ù‡Á˚
‚ÓÎÌ ÔÓ˜ÚË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚, Ëı Ù‡Á˚ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËflı Ë ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÙÙÂÍÚ ÍÓÌÒÚÛÍ-
ÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË Ï‡ÍÒËÏ‡ÎÂÌ.  

èË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÁÌÓÒÚË Ù‡Á „ÛÔÔÓ‚‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ë, ‚
ÍÓÌˆÂ ÍÓÌˆÓ‚, ÍÓ„‰‡ Ù‡Á˚ ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl Ì‡ π , ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ ‚Á‡ËÏ-
ÌÓ „‡ÒflÚ ‰Û„ ‰Û„‡: A = 0.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ‡‚Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ C ÔË x =
= x1 Ë t = t1. íÓ„‰‡, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.35), ÚÓ ÊÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ·Û‰ÂÚ Ì‡·Î˛-
‰‡Ú¸Òfl ‰Îfl ‰Û„ÓÈ Ô‡˚ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ: x2 Ë t2, ÂÒÎË ·Û‰ÂÚ ‚˚ÔÓÎÌÂÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ
ÛÒÎÓ‚ËÂ

x1 – cgt1 = x2 – cgt2.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÏÂÂÚÒfl ‰‚‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘Ëı „ÛÔÔÓ‚Û˛ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ cg, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Ë ‡ÒÒÚÓflÌËÂ Ë ‚ÂÏfl – Ò ‰Û„ÓÈ:

x = cgt Ë ∆x = cg∆t. (7.39)
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èÂ‚ÓÂ ËÁ ˝ÚËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ, Í‡Í ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏÛÏ
„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚, ‡ ‚ÚÓÓÂ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÔÂÂÌÓÒ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÁÌ‡˜Â-
ÌËfl A.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (7.34),  ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ù‡Á ÙÛÌÍˆËË s(x, t) ÔË‚Ó-
‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌË˛:

c = ∆x/∆t,

ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ‡‚ÂÌÒÚ‚ÓÏ (7.39).
é‰Ì‡ÍÓ ‚ Ó‰ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ∆x fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË Ò Ó‰ËÌ‡-

ÍÓ‚ÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰ÓÈ, ‡ ‚ ‰Û„ÓÏ – ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË Ò Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ
Ù‡ÁÓÈ.

ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.38) ˜‡ÒÚÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ‰Îfl ÓˆÂÌÍË
„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚.

èËÒÚÛÔËÏ ÚÂÔÂ¸ Í Ó·ÒÛÊ‰ÂÌË˛ Ó·˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚,
ÔË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË ÍÓÚÓÓ„Ó ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ËÌÚÂ„‡Î˚ îÛ¸Â.

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x, Í‡Í
ÒÛÏÏÛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË k. íÓ„‰‡
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Û˛ ‚ÓÎÌÛ (Ì‡ÔËÏÂ, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ) ‚ ÚÓ˜ÍÂ
x Ë ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 7)

    
s x t g k t dkikx( , ) ( , ) ,  e= −

−∞

∞

∫
1

2π
(7.40)

„‰Â

    
g k t s x t dkikx( , ) ( , ) .  e= −

−∞

∞

∫ (7.41)

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚ „Î‡‚Â 3 ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ‚ÓÎÌ‡ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÒËÌÛ-
ÒÓË‰‡Î¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x, ÚÓ ÓÌ‡ ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ Ú‡ÍÊÂ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌË. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl s(x, t) ÌÂ ·Û‰ÂÚ Û‰Ó‚ÎÂ-
Ú‚ÓflÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË g ËÏÂÂÏ

g(k, t) = S1e
iωt + S2e

–iωt. (7.42)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚ (7.40) ‰‡ÂÚ

s(x, t) = s1(x, t) + s2(x, t), (7.43)

„‰Â

      
s x t k dki kx t

1 1
1

2
( , ) ( ) ( ) e= − −

−∞

∞

∫
π

ωS

Ë (7.44)

      
s x t k dki kx t

2 2
1

2
( , ) ( ) .( ) e= − +

−∞

∞

∫
π

ωS
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é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl, ÒÚÓfl˘ËÂ ‚ ÔÂ‚ÓÏ Ë ‚ÚÓÓÏ
ËÌÚÂ„‡ÎÂ (7.44), ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ‚ÓÎÌ˚, ·Â„Û˘ËÂ ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËflı. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÙÛÌÍˆËË S1(k) Ë S2(k) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ÏË ‡ÏÔÎË-
ÚÛ‰‡ÏË ˝ÚËı ‚ÓÎÌ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏË ËÌÙÓÏ‡ˆË˛ Ó· Ëı ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ı Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı
Ù‡Á‡ı. ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˜‡ÒÚÓÚ‡ ω  fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡: ω = ω(k).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (7.44), ËÏÂÂÏ

      
S1 1= − −

−∞

∞

∫ s x t dxik x ct( , ) ( ) e

Ë (7.45)

      
S2 2= − +

−∞

∞

∫ s x t dxik x ct( , ) .( ) e

ùÚÓ, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ ÒËÌÛ-
ÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË k ÚÂ·ÛÂÚ ‡ÒÒÏÓÚÂ-
ÌËfl ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚ÓÎÌ Í‡Í ‰Îfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ı, Ú‡Í Ë ‰Îfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜Â-
ÌËÈ x.

ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÏ˚ÒÎ‡ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (7.44) ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ,
˜ÚÓ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚˚Á˚‚‡ÂÚ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ, ÓÔË-
Ò˚‚‡ÂÏÓÂ ÙÛÌÍˆËÂÈ f (x), Ú.Â.

s(x, 0) = f (x).

èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ ‚ ˝ÚÓÚ ÏÓÏÂÌÚ ‡‚ÌflÂÚÒfl
ÌÛÎ˛. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚‚Ó‰flÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl:

s(x, 0) = f (x) Ë 
    
∂

∂

s x

t

( , ) . 0 0= (7.46)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡‰‡ÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ
ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚Ó ‚ÒÂ ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚.

ëÌÓ‚‡ ÔËÏÂÌflfl ËÌÚÂ„‡Î îÛ¸Â, ËÏÂÂÏ

    
f x F k dkikx( ) ( )= −

−∞

∞

∫
1

2π
e (7.47)

Ë

    
F k f x dxikx( ) ( ) ,=

−∞

∞

∫
1

2π
e

„‰Â ÙÛÌÍˆËfl F(k) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û Ë Ù‡ÁÛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÏÓÏÂÌÚ
‚ÂÏÂÌË t = 0.

îÛÌÍˆË˛ f (x) Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

    
f x F k dk F k dkik x ct ik x ct( ) ( ) ( )( ) ( )= +− −

−∞

∞
− +

−∞

∞

∫ ∫
1

4

1

4π π
e e . (7.48)
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èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s(x, t) ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0
Í‡Í ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËflı.

ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë Ì‡˜‡Î¸Ì‡fl Ù‡Á‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÒËÌÛÒÓË-
‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ, ‡ ÔÓÎÌ‡fl Ù‡Á‡ ÏÂÌflÂÚÒfl ËÁ-Á‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚Ëfl
˜ÎÂÌ‡ e–ikx. èÓ˝ÚÓÏÛ ÙÓÏÛÎ‡ (7.48) ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ÓÎÌÛ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t > 0, Ë Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
s x t F k dk F k dkik x ct ik x ct( , ) ( ) ( ) .( ) ( ) e e= +− −

−∞

∞
− +

−∞

∞

∫ ∫
1

4

1

4π π
(7.49)

ãÂ„ÍÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ‡fl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (7.49), Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ó-
flÂÚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ (7.56). ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,

    
s x F k dk f xikx( , ) ( ) ( ) e0 21

4
= =−

−∞

∞

∫
π

Ë

    

∂

∂ π π

s

t

ikc ikcF k dk F k dkikx ikx= − =−

−∞

∞
−

−∞

∞

∫ ∫
4 4

0( ) ( ) .e e

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚È ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ f (x) ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÓÚ x:

f (x) = f (–x).

íÓ„‰‡ ÂÂ ÒÔÂÍÚ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
F k f x kx dx( ) ( )cos=

∞

∫2
0

, (7.50)

Ë ÓÌ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒ-
Î‡ k.

ì˜ËÚ˚‚‡fl ˝ÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.49) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

    
s x t F k k x ct dk F k k x ct dk( , ) ( )cos ( ) ( )cos ( ) = − + +

∞ ∞

∫ ∫
1

2

1

20 0π π

ËÎË (7.51)

    
s x t F k kx kct dk( , ) ( )cos cos( ) . =

∞

∫
1

0π

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÚÓfl˜Û˛ ‚ÓÎÌÛ, Ë ˝ÚÓ ÌÂ Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸-
ÌÓ, Ú‡Í Í‡Í ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‰‚Ûı ‚ÓÎÌ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊ-
Ì˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı Ë ËÏÂ˛˘Ëı Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ Ë ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ˜ËÒÎ‡,
‚ÒÂ„‰‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÒÚÓfl˜ÂÈ ‚ÓÎÌ˚.
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ÑÎfl ËÁÛ˜ÂÌËfl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ‚ÓÎÌÓ-
‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË, ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ‚˚‡ÊÂÌËflÏË (7.51) ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ
ÙÛÌÍˆËfl f (x, 0) fl‚ÎflÂÚÒfl ˜ÂÚÌÓÈ, ‡ ÂÂ ÒÔÂÍÚ F(k) ÔÓÒÚÓflÌÂÌ Ë ‡‚ÌflÂÚÒfl, Ì‡-
ÔËÏÂ, Â‰ËÌËˆÂ. èÛÒÚ¸ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
ÒÏÂ˘ÂÌËfl s(x, 0)  ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ

    

f x

x

x

x

( , )

,

,

.

 

      

      

  0

0

0

1

2
=

≤ −

− < <

≥










ε

ε ε

ε
ε

(7.52)

Ú.Â. ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÂ ÌÂÌÛÎÂ‚ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

– ε < x < ε,

‡ ‚ÌÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. íÓ„‰‡ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (7.47) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
F k dxikx ik ik

i k

k

k
( ) ( ) .= = − =

−

+
−∫2 1

2

1

2ε ε

ε

εε

ε
ε εe e e sin  

ë˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ ¯ËËÌ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ f (x, 0) ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ‡ Â„Ó ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÌÂ-   
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ, ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰ÂÎ¸Ú‡-ÙÛÌÍˆË˛ Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-    
‚ÂÌÌÓ,

F(k) = 1.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (7.51), ‚ÓÎÌÛ, ‚˚Á‚‡ÌÌÛ˛ Ú‡ÍÓÈ ÒËÎÓÈ, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

    
s x t k x ct dk k x ct dk( , ) cos ( ) cos ( ) , = − + +

∞ ∞

∫ ∫
1

2

1

20 0π π

„‰Â ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ c fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÈ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ Ë c > 0.

Ç˚‡ÊÂÌËÂ (7.53) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ s(x, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛÏÏÓÈ ‰‚Ûı
ÔÓıÓÊËı ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËÂÒfl ‚ ÔÓÚË‚Ó-
ÔÓÎÓÊÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı.

éÒÚ‡ÌÓ‚ËÏÒfl ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡ ÔÂ‚ÓÏ ËÌÚÂ„‡ÎÂ:

    
I k x ct dk= −

∞

∫
1

2 0π
cos ( ) , (7.54)

ÍÓÚÓ˚È ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ
Â‰ËÌË˜ÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒÓ ‚ÒÂÏË ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ Ë,
‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, Ò ‡ÁÎË˜Ì˚Ï Ù‡ÁÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË.

èÂÊ‰Â ˜ÂÏ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î I, ÔÓÎÂÁÌÓ ÒÌ‡˜‡Î‡ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÏÓÚ-
ÂÚ¸ ËÌÚÂÙÂÂÌˆË˛ Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ
(7.53).
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Ç ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0 Ù‡Á˚ ‚ÓÎÌ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ Ë ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ì‡-
˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x = 0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˝ÚË ‚ÓÎÌ˚ ÛÒËÎË‚‡˛Ú ‰Û„ ‰Û„‡, Ó·‡-
ÁÛfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‰ÂÎ¸Ú‡-ÙÛÌÍˆË˛. é‰Ì‡ÍÓ ‚Ó ‚ÒÂı ‰Û„Ëı ÚÓ˜Í‡ı,
„‰Â x ≠ 0, ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á Ú‡ÍÓ‚‡, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ˝ÚË ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÎÌÓ-
ÒÚ¸˛ „‡ÒflÚ ‰Û„ ‰Û„‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ‚Ò˛‰Û, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ
ÚÓ˜ÍË x = 0, Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸.

ùÚÓÚ ÔËÏÂ flÒÌÓ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÒÛÔÂÔÓÁË-
ˆËË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ëı ‡ÁÌÓÒÚ¸˛ Ù‡Á. ÖÒÎË Ù‡-
ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡, ‰ÂÎ¸Ú‡-ÙÛÌÍˆËfl (‡ Ú‡ÍÊÂ Î˛-
·‡fl ‰Û„‡fl ÙÛÌÍˆËfl) ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z, ÌÂ ÏÂÌflfl Ò‚ÓÂÈ ÙÓÏ˚. à
ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (7.53), ÓÌ‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂı ÚÓ˜Í‡ı x, ÍÓ„‰‡ Ù‡Á˚ ‚ÒÂı ÒËÌÛÒÓË-
‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛:

k(x – ct) = 0,

Ú.Â. ÓÌË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú ‰Û„ Ò ‰Û„ÓÏ.
Ç ÚÂ ÊÂ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË ‚ ‰Û„Ëı ÚÓ˜Í‡ı, ‚ÍÎ˛˜‡fl ÚÓ˜ÍÛ x = 0, Ù‡Á˚

‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ Ë ÒÛÏÏ‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚ ‚ (7.53) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÈ
ÌÛÎ˛.

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó
˜ËÒÎ‡, ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚Ï, ‚ ˜‡ÒÚÌÓÒÚË,
ÙÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl. ùÚÓ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò
ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ó·Î‡‰‡˛Ú ‡ÁÌ˚ÏË Ù‡ÁÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË Ë
‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á ÏÂÊ‰Û ÌËÏË Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË Ë ‡ÒÒÚÓflÌËfl, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡. ÖÒÎË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË x ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË      
t ËÏÂ˛ÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ò ·ÎËÁÍËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË k, ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÓÊË-
‰‡Ú¸ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË. äÓÌÂ˜ÌÓ, ˜ÂÏ ¯ËÂ ‰Ë‡Ô‡-
ÁÓÌ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı Ù‡Á‡ ‚ÓÎÌ˚ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔÓÒÚÓ-
flÌÌÓÈ, ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‰‡ÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚.

à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ‚ ÏÂÒÚ‡ı, „‰Â Ù‡Á‡ Á‡ÏÂÚÌÓ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl, Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‰Â-      
ÒÚÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î‡.

óÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ, ÔÓÎÛ˜ËÏ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó,
ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ÂÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ x Ë ‚ÂÏfl t, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, Ë ‚ÓÎ-
ÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ËÏÂ˛˘Ëı Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ Ù‡ÁÛ –
Ò ‰Û„ÓÈ. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı
˜ËÒÂÎ, Ù‡Á‡ ‚ÓÎÌ˚ ϕ(k) Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ k, ˝ÚÓ ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸
Í‡Í

    

∂ϕ

∂

( ) .k

k
= 0 (7.55)

î‡Á‡, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘‡fl ‰‡ÌÌÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó
˜ËÒÎ‡ k0, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

ϕ(k) = k(x – ct),

Û‡‚ÌÂÌËÂ (7.55) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â
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∂

∂

∂

∂k k
k x ct x kc t[ ( )] ( )− = − = 0 (7.56)

ËÎË

x = t cg(k0). (7.57)

á‰ÂÒ¸ cg – „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ k0.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (7.57), „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl x ÍÓ ‚ÂÏÂÌÂÏË t. ùÚÓÚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÂÌ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÛÂÚÒfl ÔË ‚˚‚Ó‰Â ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚ı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÌÚÂ„‡ÎÓ‚,
‚ÍÎ˛˜‡fl ÚÂ, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú ËÌÚÂÙÂÂÌˆË˛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ. èÓ-
ÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, Í‡Í ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‡ÌÂÂ, ‰‡ÌÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓˆÂÌËÚ¸
„ÛÔÔÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚ ‡ÁÌ˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚
‚ÂÏÂÌË Ì‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËflı.  

Ñ‡ÎÂÂ Ï˚ Ó·‡ÚËÏÒfl Í ÔÂ‚ÓÏÛ ËÁ ÛÔÓÏflÌÛÚ˚ı ÔËÎÓÊÂÌËÈ ˝ÚÓÈ ÙÓÏÛ-
Î˚ Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÙÛÌÍˆËfl cg(k) ËÁ‚ÂÒÚÌ‡. èËÏÂ˚, ËÎÎ˛ÒÚËÛ˛˘ËÂ
ÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ, ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ËÒ. 7.4, a, á, â.

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (7.57) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡Â x Ë t ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ó‰ÌÓ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË cg. áÌ‡fl ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË cg(k), ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ k0. ùÚ‡ ÔÓˆÂ‰Û‡ ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ Ì‡ ËÒ. 7.4, ËÁ ÍÓÚÓÓ„Ó
‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÚË ÒÎÛ˜‡fl.
Ä. ä‡Ê‰ÓÏÛ ÁÌ‡˜ÂÌË˛ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË cg ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ

ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ k0 (ËÒ. 7.4, a, á).
Å. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ k0 (ËÒ. 7.4, â).
Ç. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ x/t ÎÂÊËÚ Á‡ ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ÁÌ‡-

êËÒ. 7.4.  ÉÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl ‚ÓÎ-
ÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡
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˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË cg(k). ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ‰‡ÌÌ˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x Ë t Ù‡Á˚ ÒË-
ÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ·ÎËÁÍËÏË.

á‡ÙËÍÒËÛÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ x Ë ÔÓÒÏÓÚËÏ, Í‡Í ÏÂÌflÂÚÒfl ÙÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓ
‚ÂÏÂÌÂÏ. àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (7.57) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË „ÛÔÔÓ‚‡fl
ÒÍÓÓÒÚ¸ cg Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÍÊÂ ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÙÓÏ‡ ‚ÓÎÌ˚ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓ˚Ï
ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ k0, Ë  ‚ÓÎÌÓ‚Û˛ ÙÛÌÍˆË˛ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

s(t) = A(t)cos[ω0(t)t – k0(t)x], (7.58)

„‰Â

    
k t t

c
0

0

0
( ) ( )

( )
= ω

ω
.

ëÚÓfl˘ËÂ ‚ ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÓÈ Ë
Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ˜ËÒÎÓÏ.

ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ Ù‡Á˚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË ˜ËÒÎ‡ÏË,
·ÎËÁÍËÏË Í k0, ËÁÏÂÌfl˛ÚÒfl Ó˜ÂÌ¸ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ Ë ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ ÔË-
·ÎËÊÂÌÌÓ ‡‚ÌflÂÚÒfl s(t).

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ˜ËÒÎ‡ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÛÁÍÓÏÛ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÛ

k0 – ε < k < k0 + ε, (7.59)

ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Ù‡ÁÛ ϕ(k) ÏÓÊÌÓ ‡ÁÎÓÊËÚ¸ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ Ë Ó„-
‡ÌË˜ËÚ¸Òfl ‚ ÌÂÏ ÔÂ‚˚ÏË ÚÂÏfl ˜ÎÂÌ‡ÏË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

    
k x ct k x c t k k k x ct

k
( ) ( ) ( ) [ ( )]− = − + − − +0 0 0

∂

∂

    
+ − +

−( )
[ ( )] ...,

k k

k
k x ct0

2 2

22

∂

∂
(7.60)

„‰Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ·ÂÛÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ

k = k0 Ë c0 = c(k0).

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.56) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÚÓÓÈ ˜ÎÂÌ ˝ÚÓ„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚
ÌÓÎ¸, Ë Ï˚ ËÏÂÂÏ

    
k x ct k x c t k x ct

k k

k
( ) ( ) [ ( )]

( )
− = − + −

−
0 0

0
2 2

22

∂

∂

ËÎË

    
k x ct k x c t t

k k c

k

g( ) ( ) ,
( )

− = − +
−

0 0
0

2

2

∂

∂
(7.61)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
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∂

∂k
k x ct x c tg[ ( )]− = −

Ë

    

∂

∂

∂

∂

2

2k

c

k
k x ct t g[ ( )] ,− = −

„‰Â ∂cg/∂k – ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÔË k = k0.
èÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚ı ÓÒˆËÎÎflˆËÈ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ Á‡

ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ËÌÚÂ‚‡Î‡ k0 – ε < k < k0 + ε ‰‡ÂÚ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡Î˚È ‚ÍÎ‡‰, Ë, ÔÓ‰ÒÚ‡‚-
Îflfl (7.61) ‚ (7.54), ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
I k x c t k k dkt c

k

g

k

k

≈ − − −










−

+

∫
1

2 2
0 0 0

2

0

0

π

∂

∂ε

ε

cos ( ) ( ) . (7.62)

á‰ÂÒ¸ 2ε – ¯ËËÌ‡ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ˜ËÒÂÎ, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â
‚ÓÎÌ˚ ËÏÂ˛Ú Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚Û˛ Ù‡ÁÛ.

èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÏfl t ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚ÂÎËÍÓ, Ú‡Í ˜ÚÓ

    
ε ∂

∂2
t

c

k

g  >> 1. (7.63)

Ç‚Ó‰fl ÌÓ‚Û˛ ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛

    
m k kt c

k

g2
0

2

2
= −

∂

∂
( ) , (7.64)

ËÏÂÂÏ
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éÚÒ˛‰‡
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I k x c t m dm

t
c

k

g

≈ −[ ]
−∞

∞

∫
1

2

2
0 0

2

π ∂

∂

cos ( ) .m (7.66)

Ç ÒËÎÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.63) ‚ÂıÌËÈ Ë ÌËÊÌËÈ ÔÂ‰ÂÎ˚ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚
(7.54) ËÁÏÂÌËÎËÒ¸. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚ÍÎ‡‰ ‚ ËÌÚÂ„-
‡Î ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ÙÛÌÍˆËË Á‡ ÔÂ‰ÂÎ‡ÏË ËÌÚÂ‚‡Î‡ k0 – ε < k < k0 + ε ÔÂÌÂ·Â-
ÊËÏÓ Ï‡Î.

éÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚È ÎË·Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È ÁÌ‡Í ÔÂÂ‰ m2 ·ÂÂÚÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚ËË Ò ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË ∂cg/∂k > 0 ËÎË ∂cg/∂k < 0.

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (7.56) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

cos[k0(x  –  c0t) m  m2] = cos k0(x  –  c0t)cos m2 ± sin k0(x – c0t)sin m2.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

    

I k x c t m dm k x c t m dm

t
c

k

g

≈ − ± −









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∞
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∞

∫∫
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2
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2
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2

π ∂

∂

cos cos sin sin( ) ( ) .

ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ (ÒÏ. „Î‡‚Û 6), ‰‡ÌÌ˚Â ËÌÚÂ„‡Î˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ú‡·ÎË˜Ì˚ÏË Ë
‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û:

    
cos sinm dm m dm2 2

2
= =

−∞

∞

−∞

∞

∫∫
π .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    

I k x c t k x c t

t
c

k

g

≈ − ± −1

2
0 0 0 0

π

π

∂

∂

[ ( ) ( )]cos sin .

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

cos k0(x – c0t) ± sin k0(x – c0t) =
      

2 0 0
4

cos k x c t( )−





m
π ,

ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰‡ÂÚ

      

I k x c t

t
c

k

g

≈ −





1

2

2

4
0 0

π

π

∂

∂

πcos ( ) .m (7.67)

å˚ Ì‡¯ÎË ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ËÌÚÂ„‡Î‡ I ‚ ÙÓÏÛÎÂ (7.54),
ÍÓÚÓ˚È ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ Ò ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ˜ËÒÎÓÏ k0 Ë Ù‡ÁÓ‚ÓÈ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c0, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ (7.58).
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ÄÏÔÎËÚÛ‰‡ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚

    

1

2

2

π

π

∂

∂
t

c

k

g

Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ‚ÂÏÂÌË Ë, Í‡Í ·˚ÎÓ ÔÂ‰ÒÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ÔÓËÁ-
‚Ó‰ÌÓÈ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÔÓ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ ˜ËÒÎÛ.

á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ.
1. Ñ‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÓˆÂÌÍË ‰ÓÏËÌËÛ˛˘ÂÈ „ÛÔÔ˚ ·˚Î ‡Á‡·ÓÚ‡Ì äÂÎ¸‚Ë-

ÌÓÏ Ë Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚.
2. ÑÓ ˝ÚÓ„Ó ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚È ÔÓ‰ıÓ‰ ·˚Î ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ëÚÓÍÒÓÏ.
3. èÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂cg/∂k ‚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËË (7.67) ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl ‰Îfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl

‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡,  ‡‚ÌÓ„Ó k0. ùÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.57)
ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ cg(k) fl‚ÎflÂÚÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÁÎË˜Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ x Ë t ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ-
˜‡Â, ‡ÁÌ˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl k0 Ë ∂cg/∂k.

4. ÇÔÓÎÌÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı, „‰Â ∂ϕ/∂k =
= 0, ÔÂ‚‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂cg/∂k Ú‡ÍÊÂ Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸. èËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓÈ
ÚÓ˜ÍË ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÏËÌËÏÛÏ ÍË‚ÓÈ cg(k), ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓÈ Ì‡ ËÒ. 7.4, â.

åÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â Ú‡ÍÛ˛ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‚ÓÎÌÓ-
‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡, ÔË ÍÓÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂cg/∂k ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ

c = a + b/k,

„‰Â a Ë b – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â.
íÓ„‰‡,

kc = ak + b, cg = a Ë 
  

∂

∂

c

k

g  ≡ 0.

5. èË ‚˚‚Ó‰Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (7.67) ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÏÓÊÌÓ ÔÂÌÂ-
·Â˜¸ ˜ÎÂÌ‡ÏË fl‰‡ íÂÈÎÓ‡, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÏË ‚ÚÓ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ∂2cg/∂k2 Ë
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˝ÚË ˜ÎÂÌ˚ ‡‚Ì˚
ÌÛÎ˛, ÚÓ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl I ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÚÓ˜Ì˚Ï. ç‡ÔËÏÂ,
˝ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚Û˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ c ÏÓÊÌÓ Á‡‰‡Ú¸ Í‡Í

    
c a a k

a

k
= + +1

2 3 ,

„‰Â a1, a2 Ë a3 – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚.
6. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ Á‡‚ËÒË-

ÏÓÒÚË ÓÚ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡, ËÌÚÂ‚‡Î x, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl
ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡, ‡ÒÚÂÚ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ‚ÂÏÂÌË. é‰Ì‡ÍÓ ˝ÌÂ„Ëfl ‚ÓÎ-
Ì˚ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚ-
Òfl, ˜ÚÓ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ  ÙÓÏÛÎ˚ (7.67).
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èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ x ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÓ, ÚÓ„‰‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂cg/∂k
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Ô‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËfl
(7.67) fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌË. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÓÌ‡ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ ÔË

      
k x c t n0 0

4 2
2 1( ) ( ).− = −m

π π

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ,  ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ˜ËÒÎ‡ ÍÓÚÓ-
˚ı ·ÎËÁÍË Í ÁÌ‡˜ÂÌË˛ k0, Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛.

7. ëÏÂ˘ÂÌËÂ s(x, t), ‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‚ ‚Ë‰Â ‰ÂÎ¸Ú‡-ÙÛÌÍˆËË, ÓÔÂ-
‰ÂÎflÂÚÒfl ‰‚ÛÏfl ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ‚ ÙÓÏÛÎÂ (7.53). å˚ ÔËÏÂÌËÎË ÏÂÚÓ‰ ÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡ÌÓÈ Ù‡Á˚ Í ÔÂ‚ÓÏÛ ËÁ ÌËı. í‡ÍËÏ ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÓˆÂÌËÚ¸ ‰ÓÏËÌË-
Û˛˘Û˛ „ÛÔÔÛ ‰Îfl ‚ÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡

    
cosk x ct dk( ) .+

∞

∫
0

ÇÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡ÁÂ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡

    
∂

∂k
k x ct( )+ = 0  ËÎË x = –cgt

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ

t > 0 Ë cg > 0,

‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ËÌÚÂ„‡Î ‰‡ÂÚ ‰ÓÏËÌËÛ˛˘Û˛ „ÛÔÔÛ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ x, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.67) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ „Î‡‚ÌÛ˛
˜‡ÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËË s(x, t) ÔË x > 0.

èÓÎÂÁÌÓ Ú‡ÍÊÂ Ó·ÒÛ‰ËÚ¸ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î‡ I, Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÙÓÏÛÎÓÈ
(7.54). ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ËÌÚÂ„‡Î

    
L k dkp=

∞

∫ cos(α ) ,
0

(7.68)

„‰Â α – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ˜ËÒÎÓ, ‡ p > 1.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÒˆËÎÎËÛ˛˘ÂÈ

ÙÛÌÍˆËÂÈ,  Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÌflÂÚÒfl Â‰ËÌËˆÂ, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ
ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl k. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ËÌÚÂ‚‡Î˚, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ‰‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÒÓı‡-
ÌflÂÚ ÁÌ‡Í, ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ k. óÚÓ·˚ ˝ÚÓ ÔÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÓ‚‡Ú¸, ÔÓÎÛ-
˜ËÏ ÓˆÂÌÍÛ ¯ËËÌ˚ ËÌÚÂ‚‡Î‡ ∆k ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı

|cos (α kp)| = 1. (7.69)

èÓÎ‡„‡fl

  α πk nn
p =  Ë     α πk nn

p
+ = +1 1( ),

ËÏÂÂÏ
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kn

p
n= 





π

α

1/

 Ë 
    
kn

p
n

+ = 





+
1

1
1π

α

( )
/

.

á‰ÂÒ¸ n – ˆÂÎÓÂ ˜ËÒÎÓ.
éÚÒ˛‰‡

    
∆k k kn n n

p p p
n n

n

n

n
= − = 










−





= 





+




−





+
+

1

1 1 1
1 11 1 1π

α

π

α

/ / /

.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

    
1 11 1

1

+





≈ +
n pn

p/

,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
∆kn

p

pp n
≈ 



 +

1 1
1

1 1

π

α

/

( / )
(7.70)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÌÚÂ‚‡Î, Ì‡ ÍÓÚÓÓÏ ÙÛÌÍˆËfl cos(αkp) ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚ÓÈ ÁÌ‡Í,
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ k. í‡ÍÓÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ∆kn Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ËÌÚÂ-
„‡Î‡ L . ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰‡ÌÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â ÁÌ‡ÍÓ-
ÔÂÂÏÂÌÌÓ„Ó fl‰‡

    
L Sn

n
n

= −
=

∞

∑ ( ) ,1
1

(7.71)

„‰Â

    

S k dkn
p

k

k

n

n

=
+

∫ cos(α ) .
1

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ËÌÚÂ„‡Î Sn ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ n, Ï˚ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÒÛÏ-
Ï‡ ˜ÎÂÌÓ‚ ˝ÚÓ„Ó fl‰‡ ÒıÓ‰ËÚÒfl Í ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÔÂ‰ÂÎÛ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ËÁ‚ÂÒÚÌÓ,
˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ˜ÎÂÌ SN fl‰‡

    
( )−

=
∑ 1
1

n
n

n

N

S

·ÓÎ¸¯Â ÒÛÏÏ˚ ÓÚ·Ó¯ÂÌÌ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚.
ÇÒÂ ËÁÎÓÊÂÌÌÓÂ ÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌËÚ¸ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Í ËÌÚÂ„‡ÎÛ I. ç‡-

ÔËÏÂ, ÂÒÎË ‡„ÛÏÂÌÚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

kx – ω t = k|x – c(ω)t| =
    
k x tk

a

p

−






 ,

ÚÓ Â„Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ì‡
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− t

a
kp+1,

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ

k >> (ax/t)1/p.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÌÚÂ„‡Î I ÒıÓ‰ËÚÒfl, ÂÒÎË p > 0. ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÂÏfl t
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ¯ËËÌÛ ËÌÚÂ‚‡Î‡ ∆kn, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓ„Ó ÁÌ‡Í ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸-
ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË ‚ÎËflÌËÂ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡-
ÊÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ÒËÎ¸ÌÂÂ.
ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÒËÎÛ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÌÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚÓÚ‡
ÓÒˆËÎÎflˆËÈ ÙÛÌÍˆËË

Φ = cos(kx – ω t)

ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ÔËÏÂÌÂÌËfl ÏÂÚÓ‰‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚, ‡ÒÒÏÓÚËÏ
‰‚‡ ÔËÏÂ‡ ‚ÓÎÌ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Á‡‚ËÒËÏÓÒÚflÏË Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ‚ÓÎÌÓ-
‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡.

èËÏÂ 1

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ

c(k) =     a k .

íÓ„‰‡ „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

    
c k a k a k cg

k
( ) ( )= = =∂

∂

3 3

2

3

2

‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡ÁÂ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡

    
3

2
a k x

t
=

ËÎË

k0 = 4x2/9a2t2. (7.72)

èÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂cg/∂k fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ Ë ‡‚ÌflÂÚÒfl

    

∂

∂

c

k

a

k

g = 3

4
.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ

    

∂

∂

c

k

a t

x

g = 9

8

2

, ÂÒÎË k = k0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (7.67) ÂÒÚ¸
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A x

a t

x

at
= =1

2
2 8

9

2

32 2π
π

π
.

ÑÎfl Ù‡Á˚ ‚ÓÎÌ˚ ËÏÂÂÏ

    
ϕ π π π( ) ( )k k x c t x atx

a t

x
at

x

a t
0 0 0

2

2 2

3

2 24
4

9

2
3 4

4

27 4
= − − = − − = −








Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,

    

I x

at

x

a t
≈ −











2

3

4

27 4

3

2 2π

πcos . (7.73)

ùÚË Ô ÓÒÚ˚Â ‚˚ÍÎ‡‰ÍË Ô ÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ì˚ ËÒ. 7.5, a. ÅÎ‡„Ó‰‡fl ÍÓÌÒÚ-
ÛÍÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ‚ÓÎÌÓ‚˚ÏË
˜ËÒÎ‡ÏË k, Ï˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘Û˛ ‚ÓÎÌÛ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÛ˛ ‚ÓÍÛ„
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË k0. ùÚ‡ ˜‡ÒÚ¸ ËÌÚÂ‚‡Î‡ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‰‡ÂÚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ
‚ÍÎ‡‰ ‚ ËÌÚÂ„‡Î. ë‡‚ÌÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Ò ‚˚-
‡ÊÂÌËÂÏ (7.73) ÔË‚Â‰ÂÌÓ Ì‡ ËÒ. 7.5, â.

èËÏÂ 2

èÛÒÚ¸

c(k) = ak.

íÓ„‰‡ „ÛÔÔÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
c k a ak cg

k

k
( ) = = =∂

∂

2

2 2 (7.74)

êËÒ. 7.5.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl Φ(k) ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔËÏÂÂ; ÚÓ˜Í‡ Ì‡
ËÒÛÌÍÂ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË k0 (a); ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl Ò
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÙÓÏÛÎ (7.54) (ÒÔÓ¯Ì‡fl ÎËÌËfl) Ë (7.73) (ÔÛÌÍÚËÌ‡fl ÎËÌËfl) ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl,
ÍÓ„‰‡ a = 1 Ë t = 1,5 (á)
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‡ ÂÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ k ÂÒÚ¸

    

∂

∂

c

k

g a= 2 . (7.75)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ A ‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

    
A

at at
= =1

2

2

2

1

2π

π

π
.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

x = cgt = 2 ak0t

ËÏÂÂÏ ‰Îfl Ù‡Á˚ ‚ÓÎÌ˚

    
ϕ π π( )k x atx

at

x

at

x

at
0

2

2 2 4 4 4
= −




− = −

Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ

    

I
at

x
at

= −










1

2 4 4

2

π

πcos . (7.76)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (7.75) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ∂ncg/∂kn ‚ÚÓÓ„Ó Ë ·ÓÎÂÂ
‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË ÚÓ˜ÌÓÂ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ ‰Îfl ËÌÚÂ„‡Î‡ I. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.76) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚˚Ï ÔË Î˛·˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËflı Ë ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË.

ÑÓ ÒËı ÔÓ ÏÂÚÓ‰ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ‰Îfl ÓˆÂÌÍË ËÌÚÂ„‡-
ÎÓ‚, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Ëı ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ ‚ÓÎÌ, ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÍÓÚÓ˚ı ·˚Î‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚‡
Ë ‡‚ÌflÎ‡Ò¸ Â‰ËÌËˆÂ.

é·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È

èËÏÂÌËÏ ÚÂÔÂ¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ Í ÒÎÛ˜‡˛, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓ-
‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl. Ç Í‡˜Â-
ÒÚ‚Â ÔËÏÂ‡ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÓÎÌÛ, ÍÓÚÓ‡fl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ x fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏ·Ë-
Ì‡ˆËÂÈ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‡ÁÎË˜ÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚. èËÏÂÌflfl ËÌÚÂ„‡Î îÛ¸Â,
ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
s x t g x di t( , ) ( , )= −

−∞

∞

∫
1

2π
ω ωωe

Ë (7.77)

    
g x t s x dti t( , ) ( , )=

−∞

∞

∫ ω ωe

ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ x = 0 Ë Â„Ó
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:
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s t t

f t t
( , ) ,

( ) .
0 0 0

0
= <

≥




       
   

(7.78)

ëÌÓ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ËÌÚÂ„‡Î îÛ¸Â, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
s t F d f ti t( , ) ( ) # ( ),0 1

2
= =−

−∞

∞

∫π
ω ωωe (7.79)

„‰Â

    
F f t dti t( ) ( ) .ω ω= −

−∞

∞

∫ e (7.80)

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl (7.47), ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË
(7.80) ËÌÚÂ„‡Î ·ÂÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËflÏ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ Ë Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (7.78).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl g(x, t) ‚ (7.77) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ x,
‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.79) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

      
s t F di t kx( , ) ( ) ,( )0 1

2
= −

−∞

∞

∫π
ω ωωe m

Ú‡Í Í‡Í

x = 0.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë Ì‡˜‡Î¸Ì‡fl Ù‡Á‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ
ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl, ‡ Ù‡Á‡ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í      em ikx , ‰Îfl ‡ÒÒÚÓflÌËfl x ËÏÂÂÏ

    
s x t F di t kx( , ) ( ) ,( )= − −

−∞

∞

∫
1

2π
ω ωωe  ÂÒÎË x > 0, (7.81)

Ë

    
s x t F di t kx( , ) ( ) ,( )= − +

−∞

∞

∫
1

2π
ω ωωe  ÂÒÎË x < 0. (7.82)

åÌËÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ËÌÚÂ„‡Î‡ ‚ (7.81) ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÛÌÍˆË˛ s(x,
t) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

      
s x t dixh( , ) ( ) .( )=

−∞

∞

∫
1

2π
ω ωωRe eS (7.83)

á‰ÂÒ¸ F(ω) = S(ω) – ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡, Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ ω, k(ω) – ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÂ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ Ë

    
h k t

x
( ) ( ) .ω ω ω= − (7.84)
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èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂÏ ‰‚Ûı ÙÛÌÍˆËÈ. èÂ‚‡fl
ËÁ ÌËı, S(ω), ÏÂÌflÂÚÒfl Ò ˜‡ÒÚÓÚÓÈ, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ, ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ, ‚ ÚÓ
‚ÂÏfl Í‡Í ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ÔË ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı
xh(ω)ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl Ó˜ÂÌ¸ ·˚ÒÚÓ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÒ-
ˆËÎÎËÛ˛˘ËÈ ı‡‡ÍÚÂ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ ÓÒÌÓ‚-
ÌÓÏ ‚ÚÓ˚Ï ÒÓÏÌÓÊËÚÂÎÂÏ.

çÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚÓ„Ó, Í‡ÍÓÈ ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ÔË‰‡ÂÚÒfl ÙÛÌÍˆËË s(x, t),
Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸-
ÌÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ω . Ö„Ó ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ë Ì‡˜‡Î¸Ì‡fl Ù‡Á‡ Ó·˚˜ÌÓ fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÙÛÌÍˆËflÏË ω . èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚È ‚˚¯Â ËÌÚÂ„‡Î ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
ÒÛÔÂÔÓÁËˆË˛ Ú‡ÍËı ‚ÓÎÌ, Ë Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ˜‡ÒÚÓÚ,  ‰Îfl ÍÓÚÓ-
˚ı Ù‡Á‡

ϕ(ω) = xh(ω) (7.85)

ÏÂÌflÂÚÒfl ÎË¯¸ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÛÏÏ‡ ÒËÌÛÒÓË‰ ÏÓÊÂÚ ËÏÂÚ¸ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
·ÓÎ¸¯Û˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÍÓÌÒÚ-
ÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl, Ë ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú ‰ÓÏËÌËÛ˛˘Û˛
„ÛÔÔÛ.

Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‚ÌÂ ˝ÚÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ Ù‡Á‡ ϕ(ω) ÏÓÊÂÚ ÏÂÌflÚ¸Òfl Ó˜ÂÌ¸ ·˚Ò-
ÚÓ Ë, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ, ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ì‡˜ÌÛÚ „‡ÒËÚ¸ ‰Û„ ‰Û„‡, Ú.Â. Ëı
ÒÛÏÏ‡ ÒÚ‡ÌÂÚ Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÂÌ¸ÍÓÈ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â,
ËÌÚÂ„‡Î ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (7.83) ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÂ‚˚Ï ËÌÚÂ‚‡ÎÓÏ.
äÓÌÂ˜ÌÓ, ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ÏË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ˜ÂÚÍÓÈ „‡ÌËˆ˚, ÔÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ Â‡Î¸ÌÓÒÚË ‚ÒÂ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÍ‡fl ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì‡fl ÁÓÌ‡.

ç‡¯ ‡Ì‡ÎËÁ ÒÌÓ‚‡ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ
ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ Ë ÔÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸ ÔÓ ÌÂÏÛ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ. Ç Â‡-
ÎËÁ‡ˆËË ˝ÚËı ‰‚Ûı ¯‡„Ó‚ Ë ÒÓÒÚÓËÚ ÏÂÚÓ‰ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡ ˝ÚÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ Ù‡Á‡ ϕ(ω) ËÁÏÂÌflÂÚÒfl Ï‡ÎÓ, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ˜‡-
ÒÚÓÚÛ ω0, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘Û˛ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÛ˛ Ù‡ÁÛ, ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl

    
∂ ω

∂ω

h( ) .= 0 (7.86)

ä‡Í Ï˚ ÁÌ‡ÂÏ, ÚÓ˜Í‡ ω 0 Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ. éÌ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ï‡Í-
ÒËÏÛÏÛ ËÎË ÏËÌËÏÛÏÛ ÙÛÌÍˆËË h(ω), ‡ ‡ÁÌÓÒÚ¸ Ù‡Á

∆ϕ = ϕ(ω) – ϕ(ω0) = x[h(ω) – h(ω0)]

‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ω0 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ x. í‡Í, Ì‡ÔË-
ÏÂ, ÂÒÎË ˝ÚÓÚ Ô‡‡ÏÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î, ÚÓ ‰‡ÊÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÂ
ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ω 0 ÏÓ„ÛÚ ÔË‚Ó‰ËÚ¸ Í Ï‡Î˚Ï ËÁÏÂÌÂÌË-
flÏ Ù‡Á˚. à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÍÓ„‰‡ Ô‡‡ÏÂÚ x ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ÓÈ, Ï‡Î‡fl ‡Á-
ÌÓÒÚ¸ ∆ω = ω – ω0 ÏÓÊÂÚ ‰‡Ú¸ ·ÓÎ¸¯ÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ù‡Á˚. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË,
¯ËËÌ‡ ÔÂ‚Ó„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÚÓÎ¸-
ÍÓ ÔË ·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı x ÏÓÊÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È ËÌÚÂ‚‡Î ÓÍ‡-
ÊÂÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÛÁÍËÏ, ÔË˜ÂÏ ‚ÌÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ Ù‡Á‡ ϕ(ω) ·Û‰ÂÚ ÏÂ-
ÌflÚ¸Òfl Ó˜ÂÌ¸ ·˚ÒÚÓ. ùÚË ‰‚‡ Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÒËÎ¸ÌÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸
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‚˚‡ÊÂÌËÂ (7.83). èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, Ï˚ Á‡ÏÂÌËÏ ÙÛÌÍˆË˛ S(ω) ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ‚
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ:

S(ω) = S(ω0), (7.87)

Ú‡Í Í‡Í ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÛÁÍÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ÓÌ‡ ÏÂÌflÂÚÒfl Ï‡ÎÓ.
á‡ÚÂÏ, Í‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ‡ÁÎÓÊËÏ ÙÛÌÍˆË˛ h(ω) ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ Ë Ó„‡ÌË-

˜ËÏÒfl ‚ ˝ÚÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËË ÔÂ‚˚ÏË ÚÂÏfl ˜ÎÂÌ‡ÏË:

h(ω) = h(ω0) + h′(ω0) (ω – ω0) +
    

′′h ( )ω 0

2
(ω – ω0)

2

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

h′(ω0) = 0,

ËÏÂÂÏ

h(ω) = h(ω0) +
    

′′h ( )ω 0

2
(ω – ω0)

2. (7.88)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎÛ (7.83) ‰‡ÂÚ

      
s x t dixh ix

h

( , )
( ) ( )

( )
( )

=
′′

−

−∞

∞

∫Re e e
S ω

π

ω
ω

ω ω
ω0 2

2
0

0
0

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ ÔÓ ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ˜ËÒÎ‡Ï, ‚‚Â‰ÂÏ ÌÓ‚Û˛ ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛

    
m

x h
2 0

0
2

2
= −

′′( )
( )

ω
ω ω

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

    
m

x h
= −

′′( )
( )

ω
ω ω

0
0

2

Ë

    
dm d

x h
=

′′( )ω
ω

0

2

ËÎË

    
d dm

x h
ω

ω
=

′′

2

0( )
.

éÚÒ˛‰‡

      
s x t dm

ixh
im

x h
( , )

( )

( )

( )

≈
′′

±

−∞

∞

∫Re e
eS ω

π ω

ω
0

02

2 0 2
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
e±

−∞

∞

∫ = ±im dm i
2

2
1π ( ),

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
s x t i

x h

ixh( , ) ( )
( )

( )

( )≈ ±
′′

Re e
S ω

π

π

ω

ω0

02
1 0

ËÎË

      
s x t

x h

i xh

( , ) .
( )

( )

( )

=
′′

±



Re e

S ω

π

π

ω

ω π
0

0

4

2

2 0

(7.90)

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ‚ÁflÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡. áÌ‡Í ÔÂÂ‰ π/4″ω Á‰ÂÒ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÁÌ‡ÍÛ ‚ÚÓÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ
h″(ω0) ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (7.89).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ ÚÓ˜ÌÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.83) Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÔË-
·ÎËÊÂÌÌÓÏÛ ‚˚‡ÊÂÌË˛, ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ Ô‡‡ÏÂ-
Ú‡ x.

àÁ (7.84) – (7.86) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
∂

∂ω

∂

∂ω

h k t

x
= − = 0, ÂÒÎË ω0 = ω0.

êËÒ. 7.6.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÏÂÚÓ‰‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚ (a, á, â); ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (ã)
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ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

cg(ω0) = x/t.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÓÒ-
ÌÓ‚Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ÌÂÍÓÚÓÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ x ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t Ò
„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ cg, ‡ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ‡fl ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÔË ˝ÚÓÏ ‡‚ÌflÂÚÒfl ω0.

èÓ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÏÂÚÓ‰‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚
„‡ÙË˜ÂÒÍË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î

    
f xh d( ) ( )] .ω ω ωcos[ 0

−∞

∞

∫
èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËÈ xh(ω0) Ë cos xh(ω0) ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 7.6.
ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı Ì‡ ˝ÚÓÏ ËÒÛÌÍÂ ÍË‚˚ı, ÙÛÌÍˆËfl cos xh(ω0)

ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ ‚‰‡-
ÎË ÓÚ ω0 ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÂ ËÁÏÂÌÂÌËfl ∆ω ÔË‚Ó‰flÚ Í ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚Ï ÓÒˆËÎÎflˆË-
flÏ ˝ÚÓÈ ÙÛÌÍˆËË, ÍÓÚÓ˚Â ‰‡˛Ú Ï‡Î˚È ‚ÍÎ‡‰ ‚ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î‡. äÓÏÂ
ÚÓ„Ó, ËÁ ‰‡ÌÌ˚ı „‡ÙËÍÓ‚ flÒÌÓ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò Û‚Â-
ÎË˜ÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ x.

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â Ó‰ËÌ ÔËÏÂ.

åÂÚÓ‰ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ Ù‡Á˚ Ë ‰ËÙ‡ÍˆËfl

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Â˘Â ‡Á ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ
‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z (ËÒ. 7.6, ä). íÓ„‰‡ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡ fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, ÔÓÓÊ-
‰ÂÌÌÓ„Ó ‚ÒÂÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ‡‚ÌflÂÚÒfl

      
U ( )

/

/

p C dz
ikR

l

l

R
=

−
∫

e

2

2

(7.91)

„‰Â l – ‰ÎËÌ‡ ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, xp Ë zp – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl, Ë

    R x z zp p= + −2 2( )  Ë 
    
∂

∂

R

z

z z

R

p= −
−

. (7.92)

å˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ Á‰ÂÒ¸, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ï‡Î‡, Ú.Â. k >>  1.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË z0(∂R/∂z = 0) ÓÔÂ‰ÂÎfl-

ÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

z0 = zf. (7.93)

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÂ ÚÓ˜ÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, ÂÒÎË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚Â‰ÛÚÒfl Á‡ ÔÂ-
‰ÂÎ‡ÏË ËÌÚÂ‚‡Î‡

    
− ≤ ≤l lz p

2 2
. (7.94)

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (7.92) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÚÓ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl R ‚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ
‰‡ÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ:
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∂

∂

2

2

1 1R

z R x p

= = . (7.95)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‡ÏÂÚ k ·ÓÎ¸¯ÓÈ, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÙÓÏÛÎÛ (7.90).
íÓ„‰‡ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ Á‡ÔË¯ÂÚÒfl Í‡Í

      
U ( ) ,p C kx

kx p
p≈









 +





2

4

π πcos  ÂÒÎË 
    
− ≤ ≤l lz p

2 2
. (7.96)

Ñ‡ÌÌ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÛ˛ ÔÎÓÒÍÓ-
ÒÚflÏË zp = ±l/2 Ë ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚. Ç
ÔÂ‰ÂÎ‡ı ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ U ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú˚ zp. ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ, ˜ÚÓ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÏÛ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ lk.

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.93) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ‚ÍÎ‡‰ ‚ÌÓÒËÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ, ·ÎËÊÂ
‚ÒÂ„Ó ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚È Í ÚÓ˜ÍÂ p. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl
‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜ÂÈ, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ı ÓÒË z, ‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ
ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ( ËÒ. 7.7, a). í‡ÍËÏ Ó· ‡ÁÓÏ, ÏÂÚÓ‰ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ ÌÓÈ
Ù‡Á˚ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡, ÍÓÚÓÓÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÔË·ÎËÊÂÌË˛ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË, Ô Ë ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ |zp| ≤ l/2. Ç ÒÎÛ-
˜‡Â ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÔÓÚflÊÂÌÌÓÒÚË ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡ Ì‡·Î˛‰‡-
ÂÚÒfl ‚Ó ‚ÒÂÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÔË˜ÂÏ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ U ‚‰ÓÎ¸ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl.

ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, ÂÒÎË |zp| > l/2.
ùÚÓ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ Ú‡ÍËı ÏÂÒÚ‡ı ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚Ì‡fl ËÌÚÂ-
ÙÂÂÌˆËfl Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ËÏÂÂÚ ÌÂ·ÓÎ¸¯Û˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û.  Ç
‡Á‰ÂÎÂ 6.1 Ï˚ Ó·ÒÛÊ‰‡ÎË Ú‡ÍÊÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÒÎÛ˜‡Â,

êËÒ. 7.7.  ë‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡  U(p), Á‡‰‡‚‡ÂÏÓ„Ó ÙÓÏÛÎÓÈ (7.91) (ÒÔÎÓ¯Ì‡fl ÎËÌËfl),
Ò ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (7.96) (ÔÛÌÍÚËÌ‡fl ÎËÌËfl) ‰Îfl xp/l = 104 Ë kl = 2π⋅10 6
(a); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ (7.97) (á)
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ÍÓ„‰‡ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ËÏÂÂÚÒfl Ò‰‚Ë„ Ù‡Á. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ú‡-
ÍËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‚˚Á‚‡ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌÓÈ Ò Û„ÎÓÏ Ô‡‰ÂÌËfl θi, Ù‡ÁÛ ˝ÎÂÏÂÌ-
Ú‡ÌÓÈ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

ϕ = k(R – z sin θi).

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ z0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

    

z z

R

p
i

−
− =0 0sinθ  ËÎË sinθi = sinθr. (7.97)

á‰ÂÒ¸, ÔÂ‚˚È ˜ÎÂÌ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ ÙÓÌÚ‡ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎ-
Ì˚, ÂÒÎË ÂÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË z0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
Ï ̊  ÒÌÓ‚‡ ÔË ıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÓÌÛ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ (ËÒ. 7.7, á).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ËÌÚÂ„‡Î, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÈ ‰ËÙ‡ÍˆË˛ î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡:

    
I dzikz

l

l

=
−
∫ e sinθ

/

/

.
2

2

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ù‡Á‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÎËÌÂÈÌÓ, Ï˚
ËÏÂÂÏ

    

∂ϕ

∂
θ( ) .z

z
k= − sin (7.98)

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ, ÂÒÎË θ = 0, ÚÓ ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË.
à, Ì‡Ó·ÓÓÚ, ÔË θ ≠ 0 Ú‡ÍËÂ ÚÓ˜ÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÚÓ-

„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÂ ÔË θ = 0, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸ ËÌÚÂ„-
‡Î ‚‰ÓÎ¸ ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚:

    
I dz l

l

l

= =
−
∫
/

/

2

2

 Ë 
      
U ( ) .p Cl

r

ikz= e

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 6.1, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ „Î‡‚Ì˚È
Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌÓÈ Í‡ÚËÌ˚.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË θ = 0 ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ Ì‡
ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl Ë ‚ÒÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ∂nϕ/∂zn = 0, ÏÂÚÓ‰ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
ÌÓÈ Ù‡Á˚ ÌÂ ÔËÏÂÌËÏ  ‚ ÔË·ÎËÊÂÌËË î‡ÛÌ„ÓÙÂ‡. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ÔÓÌfl-
ÚËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÎÂÁÌ˚Ï.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÒÌÓ‚‡, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË ‰ÂÈÒÚ‚Û˛Ú ÒËÌıÓÌÌÓ, Ó‰Ì‡ÍÓ, ‚ ÓÚ-
ÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÓÌË ‡ÒÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÎËÌËË
( ËÒ. 7.8, a). ëÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı Ú‡ÍËÏË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË, ÓÔËÒ˚‚‡-
ÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ

    
I dlikR l

l

= ∫ e ( )

0

(7.99)

„‰Â l – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡.
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óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÂı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚, ÍÓÚÓ˚Â ‰‡˛Ú Ì‡Ë·ÓÎ¸-
¯ËÈ ‚ÍÎ‡‰ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p, Ì‡È‰ÂÏ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚‡-
ÊÂÌËfl eikR(l), ÍÓÚÓ‡fl ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

    
∂

∂

R l

l

( ) = 0 (7.100)

ËÎË

il ⋅ gradR(l) = 0, (7.101)

„‰Â il(l) – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È Í ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (ÔËÎÓÊÂÌËÂ
2).

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

gradR = R0(l)

Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚Ï ‚‰ÓÎ¸ R, Ï˚ ‚ÏÂÒÚÓ
‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.101) ËÏÂÂÏ

R0 ⋅ il = 0 ËÎË cos(R0, il) = 0. (7.102)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÒÚÓ˜ÌËÍ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, ‡ÒÔÓÎÓ-
ÊÂÌ Ú‡Ï, „‰Â ˝ÚË ‚ÂÍÚÓ˚ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ ‰Û„ Í ‰Û„Û. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚

êËÒ. 7.8.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ (7.101) (a); Á‡ÍÓÌ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ Ë ÒÚ‡ˆËÓÌ‡-
Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ (á); Á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ Ë ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ (â)



371

˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÎËÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ Í‡Ò‡ÂÚÒfl ÍÛ„‡ ‡‰ËÛÒ‡ R Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p.

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (7.100), ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚:

‡) ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ;
·) Ì‡ ÎËÌËË l ËÏÂÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰Ì‡ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡;
‚) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ;
„) ËÏÂÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ.
å˚ ÛÊÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎË ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl ÔËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡Ï,

‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÈ (ÒÏ. ËÒ. 7.6). ÖÒÎË ÊÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÓ˜ÂÍ, ÚÓ ÒÛÔÂÔÓÁËˆËfl ‚ÓÎÌ, ‚˚Á‚‡ÌÌ˚ı ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ÏË ‚ ÓÍÂ-
ÒÚÌÓÒÚË ˝ÚËı ÚÓ˜ÂÍ, ÏÓÊÂÚ ÔË‚ÂÒÚË Í‡Í Í ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚ÌÓÈ, Ú‡Í Ë Í ‰ÂÒÚÛÍ-
ÚË‚ÌÓÈ ËÌÚÂÙÂÂÌˆËË.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ „ÛÔÔ‡ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ ˜‡ÒÚË ÓÍÛÊÌÓÒÚË
Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p. äÓÌÂ˜ÌÓ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÍÓÌÒÚÛÍÚË‚Ì‡fl
ËÌÚÂÙÂÂÌˆËfl.

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ú‡ÍÊÂ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‚
ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÏÂÒÚ‡ı ÎËÌËË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÌÂ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È ‚ÂÍÚÓ il.

ëÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ Ë Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡

èÛÒÚ¸ ‚ ÒÂ‰Â ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c1 ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ (ËÒ.
7.8, á). íÓ„‰‡, Í‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ „Î‡‚Â 6, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÛ˛ ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û ÔÓÚÂÌ-
ˆË‡Î‡ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

Ui(r) = Ai(r)      e ik S1 ( )r .

á‰ÂÒ¸ ‚ÂÍÚÓ r ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË, ‡ S(r) – ˝ÈÍÓÌ‡Î,
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÈ Ù‡ÁÛ ‚ÓÎÌ˚.

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (6.314),

|grad S(r)| = 1,

Ë ˝ÚÓÚ ‚ÂÍÚÓ ÌÓÏ‡ÎÂÌ Í Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË.
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÒÂ‰˚ Ë ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÔÓÎfl ÌÂ

Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ y (ËÒ. 7.8, á). ÖÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÓÊË‰‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÚÓË˜Ì˚Â
ËÒÚÓ˜ÌËÍË, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÔÓ‰ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, ÔË‚Ó-
‰flÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ù‡Á‡
Í‡Ê‰Ó„Ó ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ù‡ÁÓÈ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚
(ÔË·ÎËÊÂÌËÂ äËı„ÓÙ‡).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÓÚ‡ÊÂÌÌÛ˛ ‚ÓÎÌÛ. ÖÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p (ËÒ. 7.8,
á) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÌÚÂ„‡ÎÓÏ

    
I p dlik R q p S q( ) .[ ( , ) ( )]= +

−∞

∞

∫ e 1 (7.104)

á‰ÂÒ¸ q – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ „‡ÌËˆ˚.
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ëÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl

    
∂

∂l
R q p S q[ ( , ) ( )]+ = 0

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË (7.102) ËÏÂÂÏ

R0 ⋅ il + s0 ⋅ il = 0 ËÎË cos(R0, il) = –cos (s0, il),

„‰Â s0 – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚È Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ô‡‰‡˛-
˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚.

àÁ ËÒ. 7.8, á ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (7.105) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

sin αI = sin αr ËÎË αI = αr,

Ë Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÓÌÛ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡.
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰‡ÎÂÂ, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÒÂ‰Â, ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚

ÍÓÚÓÓÈ ‡‚ÌflÂÚÒfl c2 (ËÒ. 7.8‚).
íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ (7.104) ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
I p dli k k S( ) ,[ ]= +

−∞

∞

∫ e 2 1 (7.106)

Ë ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl

      

cos( cos(0 0s i R i, ) , ) .l l

c c1 2
= −

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

cos(s0, il) = sin αI Ë –cos (R0, il) = sin β,

Ï˚, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡:

    

sin sinα βi

c c1 2
= − ,

„‰Â αI Ë β – Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl Ë Û„ÓÎ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl (ËÒ. 7.8, â). àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÓÔË-
Ò‡ÌÌ˚È Á‰ÂÒ¸ ÔÓ‰ıÓ‰, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ‰Îfl ÚÂıÏÂÌÓ„Ó
ÒÎÛ˜‡fl.


