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É ã Ä Ç Ä  8. èêàçñàèõ ÉÖéåÖíêàóÖëäéâ ìëíÄçéÇäà

èËÒÚÛÔËÏ ÚÂÔÂ¸ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ˜‡ÒÚÓÚ‡ ÍÓÚÓ˚ı
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË. å˚ Û‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Ú‡ÍËÂ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl
˜ÂÂÁ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Â Û˜‡ÒÚÍË ÒÂ‰˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏ˚ı ÎÛ˜ÂÈ, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ Ì‡ÎË-
˜Ëfl ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË ‚ Í‡ÍÓÏ-ÎË·Ó ‰Û„ÓÏ ÏÂÒÚÂ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ·Û‰ÂÚ ÔÓ‰Â-
ÏÓÌÒÚËÓ‚‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÎÛ˜Ë ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ èÓÈÌÚËÌ„‡.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ, ÒÍ‡ÎflÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î U Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û ‡‚ÌÂÌË˛ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸-
ˆ‡, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÏÛ ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÓÏ-
ÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ U , Â¯ÂÌËÂ L Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ÍÓÚÓÓÂ fl‚ÎflÂÚÒfl
Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌ˚Ï ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, – ˝ÚÓ ‰ÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÊÂ ‡„ÛÏÂÌÚ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ Â¯ËÚ¸ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ó·˚˜ÌÓ ÔÓ˘Â, ˜ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸ˆ‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ,
‰Îfl ÏÌÓ„Ëı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÂ‰˚, ‚ÍÎ˛˜‡fl „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ-ÒÎÓËÒÚ˚Â ÏÓ‰ÂÎË Ë ÏÓ-
‰ÂÎË ÒÓ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ Ë ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËÂÈ, ÎÛ˜Ë Ó˜ÂÌ¸ ˜‡ÒÚÓ ÏÓÊ-
ÌÓ Á‡‰‡Ú¸ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍË.

ïÓÚfl ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Á‰ÂÒ¸ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÎËÌ˚ ‚ÓÎÌ ÒÚÂÏflÚÒfl Í ÌÛÎ˛, ÏÓ-
„ÛÚ Ì‡ÈÚËÒ¸ Ú‡ÍËÂ Ó·Î‡ÒÚË, „‰Â ‚ÒÂ ÊÂ ·Û‰ÂÚ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸Òfl ‰ËÙ‡ÍˆËfl Ë, ÒÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÏÂÒÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ÔË‰ÂÚÒfl Â¯‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÉÂÎ¸Ï„ÓÎ¸-
ˆ‡. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó·˚˜ÌÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â ÏÂÚÓ‰˚ Â-
¯ÂÌËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ˜‡ÒÚÌ˚ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ÏË.

8.1. ãìóà à àï éëçéÇçõÖ ëÇéâëíÇÄ

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‚ „Î‡‚Â 6, ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚È ÔÓÚÂÌˆË‡Î U Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ ‚˚-
ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

U(r) = A(r)      e ik L0 ( )r . (8.1)

á‰ÂÒ¸ r – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p ‚ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ò Ì‡˜‡ÎÓÏ ‚
ÚÓ˜ÍÂ O, ‡

k0 = ω/c0

Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ.
èÓÁÊÂ Ï˚ Ó·ÒÛ‰ËÏ, Í‡Í Ì‡ÈÚË ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚È ˝ÈÍÓÌ‡Î L(r) Ë ‡ÏÔÎËÚÛ‰Û

A(r). Ç ÙÓÏÛÎÂ (8.1) ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜-
ÍË r fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ. ùÚÓ Ó·˙flÒÌflÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÔÓÒÚÓÚÛ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË.

ùÈÍÓÌ‡Î L(r) Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ-
‚˚ı ˜ËÒÂÎ
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n k

k

c

c
= =( )

( )
.r

r0

0

Ë Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡

grad2L = n2 = (∇L)2. (8.2)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ (8.1), ˝ÈÍÓÌ‡Î L ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ Ù‡Á˚ k0L ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ U
ÚÓÎ¸ÍÓ ÏÌÓÊËÚÂÎÂÏ k0. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Â„Ó ÏÓÊÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ì‡‡‚ÌÂ Ò
Ù‡ÁÓÈ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl „ÂÓÏÂÚËË Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ.

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚ ‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

L(r) = const.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl L(r) Á‡‰‡ÂÚ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓÎÂ, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â
˝ÚÓ ÔÓÎÂ ‚ ‚Ë‰Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡-
Î‡, Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÍÓÚÓ˚ı ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÒÚÓflÌ-
ÌÓÈ Ù‡Á˚. Ç Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ Ú‡ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ

    

∂

∂

L
q
= 0, (8.4)

„‰Â dq – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ËÒ. 8.1, a).
ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂L/∂l ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó

Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ il Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò „‡‰ËÂÌÚÓÏ ÔÓÎfl L ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

      

∂

∂

L
l

l L= ⋅i grad . (8.5)

êËÒ. 8. 1.  èÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË grad L  (a); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl
ÙÓÏÛÎ˚ (8.8) (á); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ (8.20) (â); ÎÛ˜ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â (ã)
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á‰ÂÒ¸ il – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ l.
ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (8.3), Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ

ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚ (ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡) Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í

iq ⋅ grad L = 0, (8.6)

„‰Â ‚ÂÍÚÓ

N = grad L (8.7)

fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏ‡Î¸˛ Í ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.7) ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÚ Ó‰ÌÓ
ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ‚‡ÊÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚ „‡‰ËÂÌÚ‡ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÎfl.

èÖêÇéÖ ìêÄÇçÖçàÖ ãìóÄ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÎÛ˜Ë Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÏ Ëı Í‡Í ÎËÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚Â
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚. ùÚË ÎËÌËË ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ
ÔÓÎÂ L . ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‚˚‚ÂÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÎÛ˜ÂÈ, ‚˚‡ÁËÏ ‚ÂÍÚÓ N
˜ÂÂÁ ‰‚Â ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚: ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ r Ë ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂ
ds ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ ( ËÒ. 8. 1, á). ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ˝ÚÓ„Ó ËÒÛÌÍ‡, ‰ÎËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ dr
ÒÚÂÏËÚÒfl Í ds ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË Ì‡ ÎÛ˜Â:

|dr| → ds, ÂÒÎË dr → 0,

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

      

∂

∂

r
s

s= 0, (8.8)

„‰Â s0 – Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚È Í ÎÛ˜Û Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÍÚÓ˚ N Ë s0 ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚˚‡ÊÂÌËÂ

      

∂

∂

r
s

L
L

s= 0
grad
grad

.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.2), ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÏ

n s0 = grad L ËÎË 
      
n L

s
∂

∂

r = grad

ÑËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.9) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Î˛·ÓÈ
ÚÓ˜ÍË ÎÛ˜‡ ÔÓ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË L.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, Ì‡ÔËÏÂ, ˜ÚÓ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ÓÎ-
Ì‡, ‚˚Á‚‡ÌÌ‡fl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Ï ÚÓ˜Â˜Ì˚Ï ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï ‚ Ì‡-
˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

n = 1 Ë L = r,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

      
U = A

ikr

r
e ,

Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÙÂ‡ÏË.
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èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

      
gradr

r
= =r r0,

Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.9) ÔÂÂÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

s0 = r0

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ÎÛ˜ÂÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏË ‡‰ËÛÒ-
‚ÂÍÚÓÓ‚.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ Ô‡‡ÏÂÚ n Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËfl r ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, Ì‡ıÓ‰fl˘Â„ÓÒfl ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ ‰ËÌ‡Ú (r = 0). Ç ÒËÎÛ
ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÏÏÂÚËË,

grad L = n r0  ËÎË 
    

dL
dr

n r= ( ),

Ú‡Í Í‡Í

      
gradL dL

dr
= = r0.

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰‡ÂÚ

    

L r n r dr L r
r

r

( ) ( ) ( ),= +∫ 0

0

(8.10)

Ë, Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÔËÏÂÂ,

s0 = r0.

ÇíéêéÖ ìêÄÇçÖçàÖ ãìóÄ

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl L ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ‡, ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ÂÂ ËÁ Û‡‚-
ÌÂÌËfl (8.9) Ë Ì‡ÈÚË Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û Ô‡‡ÏÂÚÓÏ n Ë Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ s0,
Á‡‰‡˛˘ËÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÎÛ˜‡.

èÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.9) ÔÓ s. èÓÎÛ˜ËÏ

    

∂

∂

∂

∂s

dr

ds s
n L




= grad .

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ „‡‰ËÂÌÚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÎfl ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‚˚-
·ÂÂÏ ÔÓÒÚÂÈ¯Û˛, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Û ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë
‡ÒÒÏÓÚËÏ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (8.11). èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,

      

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂s s

L
x s

L
y s

L
z

L∇ = + +i j k . (8.12)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‚˚‡ÊÂÌËflÏË (8.5) Ë (8.9)

      

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂s

L
x

L
x

L
n

L
x

= ⋅∇ = ⋅∇∇s0 .



377

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ, ˜ÚÓ

    
∇ ⋅∇ =∇ ⋅ ∇ = ∇ − ∇ ⋅∇L L L L L LL

x x x x
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

( ) ,2

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
∇ ⋅∇ = ∇ =L L nL

x x x
∂
∂

∂
∂

∂
∂

1
2

1
2

2 2( ) .

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂s

L
x n

n
x

n
x

= =1
2

2
.

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â:

  

∂
∂

∂
∂

∂
∂s

L
y

n
y

=  Ë 
    

∂
∂

∂
∂

∂
∂s

L
z

n
z

= .

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.12) ‰‡ÂÚ

  

∂
∂s

grad L = grad n, (8.13)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ú‡ÍÊÂ ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. ÑÂÈ-
ÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, „‡‰ËÂÌÚ L ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÔÓ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ‚ÂÎË˜ËÌÂ
Ò Ï‡ÍÒËÏÛÏÓÏ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ, ÍÓÚÓ˚È Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÓÏ‡ÎË Í
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ Ù‡Á˚, Ú.Â.

  

∂
∂
L
s

 = |grad L| = n. (8.14)

ÅÂfl „‡‰ËÂÌÚ ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ ˝ÚÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡, ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í Û‡‚ÌÂÌË˛
(8.13). ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.13) ‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÚ Ó˜ÂÌ¸ ‚‡ÊÌÓÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÂ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ Â„Ó ËÁÏÂÌÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡
‡‚Ì‡ n.

C Û˜ÂÚÓÏ (8.9) Ë (8.13) ÔÓÎÛ˜ËÏ

      

∂
∂

∂
∂s s

n nr





 = grad  ËÎË 

      

∂
∂s

n n( ) ,s0 = grad (8.15)

ì‡‚ÌÂÌËÂ (8.15) – ˝ÚÓ ‚ÚÓ‡fl ÙÓÏ‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÎÛ˜‡,
ÍÓÚÓ‡fl ÌÂ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË L, Ë ËÁ ÍÓÚÓÓÈ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú˚ ÚÓ˜ÂÍ ÎÛ˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ n.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ r(s) Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ ‡ÒÒÚÓflÌËfl s ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl
ÚÓ˜Í‡ÏË Ì‡ ÎÛ˜Â. èÂ‚‡fl ÚÓ˜Í‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ, ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ‚ÚÓ-
ÓÈ Á‡‰‡˛ÚÒfl ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓÓÏ r(s):

r(s) = x(s)i + y(s)j + z(s)k

Ç ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.15) Á‡ÔËÒ˚-
‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ:

    

∂
∂

∂
∂

∂
∂s

x
s

n
x

n





 = ,  

  

∂
∂

∂

∂
∂
∂s

y
s

n
y

n





 =  Ë 

    

∂
∂

∂
∂

∂
∂s

z
s

n
z

n





 = . (8.16)
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é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ∂x/∂s, ∂y/∂s Ë ∂z/∂s Á‡‰‡˛Ú Ì‡Ô‡‚Îfl˛˘ËÂ ÍÓÒË-
ÌÛÒ˚ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ s0.

êÂ¯ÂÌËÂÏ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (8.16) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËË

x = x(s), y = y(s), z = z(s), (8.17)

Á‡‰‡˛˘ËÂ ÎÛ˜ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ.
èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl, ÙÛÌÍˆËË (8.17), Ú‡ÍÊÂ

Í‡Í Ë gradn, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ‚ÒÂ„‰‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·˘ÂÈ ‰Îfl ÌËı
ÚÓ˜ÍË. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ÒÂ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ˝ÚÓÈ
ÚÓ˜ÍË, ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ n fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ, ‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.15) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í

      

d

ds

2

2
0r = . (8.18)

êÂ¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

r = a s + b, (8.19)

„‰Â a Ë b – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ‚ÂÍÚÓ˚.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‡ÁÏÂ˚ Ó·Î‡ÒÚË, ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÍÓÚÓÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.19) ÓÒ-

Ú‡ÂÚÒfl ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚Ï, Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚ‡ n. ÖÒÎË ÚÓ˜Í‡ ÓÚÒ˜ÂÚ‡
s = 0 ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ÚÓ ÎÛ˜ ÔÓıÓ‰ËÚ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ r = b . ê‡Ò-
ÒÏÓÚËÏ ÚË ÚÓ˜ÍË Ò ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ‡ÏË r1, r2 Ë r3 (ËÒ. 8.1, â) Ì‡ ÎÛ˜Â, Á‡‰‡Ì-
ÌÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (8.19). Ç‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ ‡ÁÌÓÒÚË ˝ÚËı ‚ÂÍÚÓÓ‚

∆r(1) = r2 – r1 = a∆s1

Ë (8.20)

∆r(2) = r3 – r1 = a∆s2

á‰ÂÒ¸ ∆s1 Ë ∆s2 Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ‡ÒÒÚÓflÌËfl ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ
Ó·‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ∆r(1) Ë ∆r(2), ËÏÂ˛˘ËÂ Ó·˘ÂÂ Ì‡˜‡ÎÓ, ÎÂÊ‡Ú Ì‡ Ó‰ÌÓÈ ÔflÏÓÈ,
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ a. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÎÛ˜Â ‚˚·Ë-
‡ÎËÒ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÎ˛˜ÂÌË˛, ˜ÚÓ ÎÛ˜
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔflÏÓÈ ÎËÌËÂÈ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Ó·Î‡ÒÚË Ò Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÒÂ-
‰˚. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚È ‡ÁÏÂ Ó·Î‡ÒÚË ‚ÓÍÛ„ ÎÛ˜‡, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ÒÍÓÎ¸ Û„Ó‰ÌÓ Ï‡Î, ‡ Ô‡‡ÏÂÚ n ÏÓÊÂÚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl
‚ÌÂ ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË (ËÒ. 8.1, ã).

äêàÇàáçÄ ãìóÄ

á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ÒÎÛ˜‡Â‚ ÎÛ˜Ë ‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ
ÒÂ‰Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍË‚˚ÏË. ÑÎfl ÓˆÂÌÍË ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÎÛ˜‡ ÓÚ ÔflÏÓÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ-
ÂÚÒfl ÔÓÌflÚËÂ ÍË‚ËÁÌ˚ ÎÛ˜‡. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÓ˜ÍÛ ÎÛ˜‡ p1, Ë ÔÛÒÚ¸ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì‡fl
Í ÎÛ˜Û ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ Û„ÓÎ α1 Ò ‚ÂÚËÍ‡Î¸˛. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ú‡ÍÊÂ ‚
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p1 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ p2 Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û
˝ÚËÏË ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË ˜ÂÂÁ ∆s, Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÎÛ˜Û ‚ ÚÓ˜ÍÂ p2 Ë
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‚ÂÚËÍ‡Î¸˛ – ˜ÂÂÁ α2 Ë ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û Û„Î‡ÏË α2 Ë α1 – ˜ÂÂÁ ∆α: ∆α  =
= α2 – α1.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ∆s Ï‡ÎÓ, Ë Û„ÓÎ ∆α  – ˝ÚÓ Û„ÓÎ, Ó·‡ÁÓ-
‚‡ÌÌ˚È ‰‚ÛÏfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Í ÎÛ˜Û ‚ ÚÓ˜Í‡ı p1 Ë p2 (ËÒ. 8.2, a). íÓ„‰‡ ÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÂ

∆α/∆s

Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÒÂ‰ÌÂÈ ÍË‚ËÁÌÓÈ ÎÛ˜‡ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ∆s, ‡ ÍË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ
Á‡‰‡ÂÚÒfl ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ

    
K

s s
=

→
lim .
∆

∆

∆0

α

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˜ÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ‚ÂÎË˜ËÌ‡ K , ÚÂÏ ·ÓÎ¸¯Â ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÎÛ˜‡ ÓÚ
ÔflÏÓÈ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ∆s0 Â‰ËÌË˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚ s0, Á‡‰‡ÌÌ˚ı ‚ ÚÓ˜Í‡ı p1 Ë
p2:

∆s0 = s0(p2) – s0(p1)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ∆s0 ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â (ËÒ. 8.2, á)

|∆s0| = |s0| tan(∆α) = tg(∆α) = ∆α, ÂÒÎË ∆α → 0,

Ï˚ ÏÓÊÂÏ ‚‚ÂÒÚË ‚ÂÍÚÓ ÍË‚ËÁÌ˚ K:

      
K v v

s
= = =
∂

∂

0
0 0

1

s R
K

êËÒ. 8.2.  äË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡ (a); ÓËÂÌÚ‡ˆËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ v0  Ë   s0 (á); ‚Á‡ËÏÌÓÂ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ
‚ÂÍÚÓÓ‚ ∇n Ë v0 (â); ÓËÂÌÚ‡ˆËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚÓflÌÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ë ‚ÂÍÚÓ‡ ∇c (ã)
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ä‡Í ˝ÚÓ ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 8.2, á, Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ v0 ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎÂÌ ‚ÂÍÚÓÛ s0.
ÇÂÍÚÓ v0 ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ËÁ„Ë·‡ ÎÛ˜‡, ‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ R Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ‡‰Ë-
ÛÒÓÏ ÍË‚ËÁÌ˚ ÎÛ˜‡. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÔË R → ∞ ËÁ„Ë· ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛, Ë
ÎÛ˜ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔflÏ˚Ï. èË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË R ÍË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡, Ì‡Ó·ÓÓÚ, Û‚ÂÎË-
˜Ë‚‡ÂÚÒfl. óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ÍË‚ËÁÌÓÈ ÎÛ˜‡ Ë Ô‡‡ÏÂÚÓÏ n,
ÔÓ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏ ÎÂ‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (8.15). ùÚÓ ‰‡ÂÚ

      
n n

s

n

s

∂

∂

∂

∂

s
s0

0+ = grad

ËÎË

n K = grad n – s0
  
∂

∂

n

s
(8.21)

ìÏÌÓÊ‡fl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÒÍ‡ÎflÌÓ Ì‡ ‚ÂÍÚÓ v0, ÔÓÎÛ˜ËÏ
n K = v0 ⋅ grad n,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

s0 ⋅ v0 = 0

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

      
K n

n

n
= ⋅ = ⋅v v0 0

grad
grad log (8.22)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚ ÎÛ˜‡ – ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl, Ú‡Í ÊÂ, Í‡Í
Ë ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚ v0 Ë ∇logn. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û
˝ÚËÏË ‰‚ÛÏfl ‚ÂÍÚÓ‡ÏË ‚ÒÂ„‰‡ ÏÂÌ¸¯Â π/2.

ÇÂÍÚÓ „‡‰ËÂÌÚ‡ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËfl
ÙÛÌÍˆËË, Ë, Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÁ„Ë· ÎÛ˜‡ ‚ÒÂ„‰‡ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÒÚÓÓÌÛ ·ÓÎ¸-
¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ n (ËÒ. 8.2, â). ùÚÓÚ ‚‡ÊÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ·Û‰ÂÚ Â˘Â ÌÂ ‡Á ÓÚÏÂ-
˜‡Ú¸Òfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ‡Á‰ÂÎ‡ı.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

    

n p

n p

k p

k p

c p

c p

( )

( )

( )

( )

( )

( )
,2

1

2

1

2

1
= =

ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÎÛ˜ Ó·‡˘ÂÌ Ò‚ÓÂÈ ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ ‚ ÒÚÓÓÌÛ Ó·Î‡ÒÚË Ò
·ÓÎ¸¯ÂÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚È ˆÂÌÚ ÍË‚ËÁÌ˚ ÎÛ˜‡
‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚ ÚÂı ÏÂÒÚ‡ı, „‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ c ÏÂÌ¸¯Â. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Í ˝ÚÓÏÛ ÊÂ
‚˚‚Ó‰Û ÏÓÊÌÓ ÔËÈÚË, ËÒıÓ‰fl ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰-
ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = t0 ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ ÓÔËÒ˚‚‡-
ÂÚÒfl ˝ÈÍÓÌ‡ÎÓÏ L0, ‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl c(r) Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËË, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓÏ Ì‡ ËÒ. 8.2, ã. íÓ„‰‡, ÔÓ‚Ó‰fl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚Â ‚ÓÎÌÓ‚˚Â
ÙÓÌÚ˚, Á‡ÏÂ˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ëı ‡‰ËÛÒ˚, ‡‚Ì˚Â c∆t, ÛÏÂÌ¸¯‡˛ÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË
–∇c, ‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÙÓÌÚ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t + ∆ t ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ó„Ë·‡˛˘ÂÈ
ÙÛÌÍˆËË L. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ÎÛ˜ ËÁ„Ë·‡ÂÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËË Ó·Î‡ÒÚÂÈ Ò ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ËÎË, ˜ÚÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ, Ò ·ÓÎ¸¯ËÏ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ n (ËÒ. 8.2, â).
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Ñ‡ÎÂÂ, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸ Ì‡ Û‡‚ÌÂÌËË ÎÛ˜‡, Ï˚ ÓÔË¯ÂÏ ‰‚‡ ‚‡ÊÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡
‚ÂÍÚÓ‡ N = ns0, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (8.7). èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ·Âfl Ó-
ÚÓ ÓÚ Ó·ÂËı ˜‡ÒÚÂÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ (8.15), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
rot rot grad∂

∂s
n n( )s0 =

è‡‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ÒÂ„‰‡ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

      
rot rot∂

∂

∂

∂

N N
s s
= = 0

ËÎË

rot N = C. (8.23)

„‰Â C – ÔÓÒÚÓflÌÌ˚È ‚ÂÍÚÓ, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl s.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÓÎÌÓ‚˚Â ÔÓÎfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú Ì‡ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË, ‚ÂÍÚÓ C ÏÓÊ-

ÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸ ÌÛÎÂ‚˚Ï Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

rot N = 0 ËÎË rot(ns0) = 0, (8.24)

Ú.Â., Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ÔÓÎÂÏ ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 3).
àÌÚÂ„‡Î¸Ì‡fl ÙÓÏ‡ ÛÒÎÓ‚ËÈ (8.24) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÚÂÓÂÏ˚ ëÚÓÍÒ‡:

      
rot N dS N dl

S
∫ ∫⋅ = ⋅ = 0.

Ç ÒËÎÛ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (ÒÏ. ËÒ. 8.1, á)

dl = dr

ËÏÂÂÏ

      
ns dr0 0⋅ =∫ . (8.25)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˆËÍÛÎflˆËfl ‚ÂÍÚÓ‡ N ÔÓ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏÛ ÔÛÚË (˝Ú‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡
ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ Í‡Í ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚È ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ ã‡„‡ÌÊ‡) ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÚÂ„‡Î

      

n
p

p

s dr0

1

2

⋅∫ (8.26)

ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÔÛÚË ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl, Ú.Â. ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ÔÓÎfl ns0 ÓÌ
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ p1 Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ p2 ÚÓ˜ÍË ËÌÚÂ-
‚‡Î‡ ÔÛÚË.

èêàçñàè îÖêåÄ

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚È ‚˚¯Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú, ÏÓÊÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸
ÔËÌˆËÔ‡ îÂÏ‡, Ë„‡˛˘Â„Ó ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍÂ. èÓ
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‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ÓÔÚËÍÓÈ, ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‰ÎËÌÛ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË
Í‡Í ËÌÚÂ„‡Î

    

ndl
p

p

.
1

2

∫

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ îÂÏ‡, ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡

    

nds
p

p

1

2

∫

‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ (dl = ds), ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Â„Ó ‰‚Â ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2 ÏÂÌ¸¯Â
‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌ˚ Î˛·ÓÈ ‰Û„ÓÈ ÍË‚ÓÈ, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ˝ÚË ÚÓ˜ÍË.

ÑÎfl ÚÓ„Ó ˜ÚÓ·˚ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ˝ÚÓ Á‡ÏÂ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓÈ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒÂ‰Â, Ò‡‚ÌËÏ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÎËÌ˚ ÎÛ˜‡ C Ë ÌÂÍÓÚÓÓÈ
‰Û„ÓÈ ÍË‚ÓÈ C0, ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍË p 1 Ë p2 (ËÒ. 8.3, a). ëÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ÔË ˝ÚÓÏ Ò‰ÂÎ‡Ú¸, Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚
ÚÓÏ, ˜ÚÓ ˜ÂÂÁ Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÎÛ˜‡ C ÏÓÊÂÚ ÔÓıÓ‰ËÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ
Ó‰ËÌ ÎÛ˜, Ú.Â. ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÎÛ˜‡ C fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ. çËÊÂ Ï˚ ÔË‚Â‰ÂÏ
ÔËÏÂ, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ˝ÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl, ÚÓ
‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ÎÛ˜‡ ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ.

èÛÒÚ¸ L1 Ë L2 – ‰‚Â Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â ‚·ÎËÁË
‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡, ‡ C1 – ÎÛ˜, ÓÚÎË˜Ì˚È ÓÚ ÎÛ˜‡ C . àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.25) ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ ˆËÍÛÎflˆËfl ‚ÂÍÚÓ‡ N ÔÓ ÔÛÚË a1b2b3a2 ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛:

      ( ) ( ) ( ) .n n na b b b b as dr s dr s dr0 0 02 2 2 3 3 2
0⋅ + ⋅ + ⋅ = (8.27)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÎÛ˜ ‚ÒÂ„‰‡ ÌÓÏ‡ÎÂÌ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‚ÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ÒÂ‰ÌÂÂ
ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ Ë ‚˚‡ÊÂÌËÂ (8.27) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      ( ) ( ) .n na b b as dr s dr0 02 2 3 2
0⋅ + ⋅ = (8.28)

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ C1 – ÎÛ˜, ‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Ó·ıÓ‰‡ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÚË b3a2 ÔÓÚË‚ÓÔÓ-
ÎÓÊÌÓ Â‰ËÌË˜ÌÓÏÛ ‚ÂÍÚÓÛ s0, ÔÓÎÛ˜ËÏ

      ( ) ( ) ( ) .n n ds ndsb a b a b as dr s s0 0 03 2 3 2 3 2
⋅ = − ⋅ = −

êËÒ. 8.3.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÔËÌˆËÔ‡ îÂÏ‡ (a, á)
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.28) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚

      ( ) ( ) ( ) .n nds ndsb a b a a bs dr0 3 2 3 2 2 3
⋅ = = (8.29)

ëÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ËÏÂÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ,
ÍÓ„‰‡ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ s0 Ë dr ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, Ú.Â.

dr = ds s0.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ

      ( ) ( ) .nds na b a b2 2 2 20≥ ⋅s dr

ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚ ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ ÔÛÚË a2b2 fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚ¸˛ ÎÛ˜‡.

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8.29) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

      ( ) ( )nds na b a b2 2 2 30≥ ⋅s dr  ËÎË     ( ) ( ) .nds ndsa b a b2 2 2 3
≥ (8.30)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ C1 Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜ÓÏ. èÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ
‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÎÛ˜‡ ÏÂÌ¸¯Â ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌ˚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÌÂ-
ÍÓÚÓÓ„Ó ‰Û„Ó„Ó ÔÛÚË C0.

ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ˚ (8.5),

dL = il ⋅ grad L dl = dl ⋅ grad L ËÎË dL = dl ⋅ n s0.

íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ÎÛ˜‡

dl = ds s0 Ë dL = n ds,

Ú.Â.

    ( ) ( )nds ndsa b a b2 3 1 1
=

èÓ˝ÚÓÏÛ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.30) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    ( ) ( )nds ndsa b a b1 1 2 2
≤ (8.31)

Ë ˝ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ‰Îfl ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÎÛ˜‡ C Ë ÍË‚ÓÈ C0. ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚
˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËË ÌÂ ÏÓÊÂÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl Ò‡ÁÛ ‰Îfl ‚ÒÂı ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÍË‚ÓÈ C0,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÌ‡ fl‚ÎflÎ‡Ò¸ ·˚ ÎÛ˜ÓÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÚÂ·Ó‚‡-
ÌË˛ Â„ÛÎflÌÓÒÚË.

àÌÚÂ„ËÛfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.31), Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓÏÛ ÒÓÓÚÌÓ-
¯ÂÌË˛, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÏÛ ÔËÌˆËÔ îÂÏ‡:

    

n ds n ds
C C

<∫ ∫
0

(8.32)

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÎÛ˜‡ C fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ÎÛ˜‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË p1 Ë p2 ÏÂÌ¸¯Â ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ
‰ÎËÌ˚ Î˛·ÓÈ ‰Û„ÓÈ ÍË‚ÓÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ÂÈ ˝ÚË ÚÓ˜ÍË. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË,
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î‡
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I nds
p

p

= ∫
1

2

(8.33)

ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡. ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÂ‚‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl I ÔÓ Î˛·ÓÏÛ
Ô‡‡ÏÂÚÛ, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÏÛ Ï‡Î˚Â ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ Ú‡ÂÍÚÓËË ÎÛ˜‡, ‡‚Ìfl-
ÂÚÒfl ÌÛÎ˛. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÁÌÓÒÚ¸

I(C) – I(C0)

‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ Í‚‡‰‡ÚÛ ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÎÛ˜‡.
á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ.
1. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ n = c0/c, ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.32) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

    

ds

c

ds

c
C C

<∫ ∫
0

ËÎË

    

dt dt
C C

<∫ ∫ .
0

(8.34)

èÓ˝ÚÓÏÛ ÔËÌˆËÔ îÂÏ‡ ËÁ‚ÂÒÚÂÌ Ú‡ÍÊÂ Í‡Í ÔËÌˆËÔ Ì‡ËÏÂÌ¸¯Â„Ó ‚ÂÏÂÌË.
2. ìÒÎÓ‚ËÂ Â„ÛÎflÌÓÒÚË ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ ‚ÒÂ„‰‡. ç‡ÔËÏÂ, ˝ÚÓ ÛÒÎÓ‚ËÂ

Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl, ÍÓ„‰‡ ËÏÂÂÚÒfl ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ „ÛÔÔ ‚ÓÎÌ Ë ÎÛ˜Ë, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ
‡ÁÎË˜Ì˚Ï „ÛÔÔ‡Ï, ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl. Ç ˝ÚËı ÒÎÛ˜‡flı ÎÛ˜ ÓÚÎË˜‡ÂÚÒfl ÓÚ ‰Û„Ëı
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï (ÌÂ Ó·flÁ‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï) ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂÏ ËÌÚÂ„‡Î‡ I. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔËÏÂ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ p ÔÓıÓ‰ËÚ
‰‚‡ ÎÛ˜‡: Ô  flÏÓÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ( ËÒ. 8.3, á). ÄÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ Ô flÏÓ„Ó
ÎÛ˜‡ spÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ˚È ÏËÌËÏÛÏ ËÌÚÂ„‡Î‡ I, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‡ÍÛÒÚË-
˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ sOp ‰‡ÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚È ÏËÌËÏÛÏ ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı
‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı Ú‡ÂÍÚÓËÈ sO1p ËÎË sO2p ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‚·ÎËÁË sOp.

3. Ö˘Â Ó‰ËÌ ÔËÏÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ Ì‡ ËÒ. 8.4. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÔËÌ-
ˆËÔ‡ îÂÏ‡ ‚ ÏÓ‰ÂÎË, „‰Â ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‡ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ c ÏÂÌflÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ z ÔÓ Á‡ÍÓÌÛ c(z) = c0(1 + kz2), c0 = 1 ÍÏ/c. èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÛÌÍˆËfl ÒÍÓÓÒÚË ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË z = 0, ÔflÏ‡fl C
Ì‡ ËÒ. 8.4, a, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘‡ fl ÚÓ˜ÍË p1 = [x2, 0] Ë p2 = [x2, 0], fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜ÓÏ
‰Îfl Î˛·˚ı ÚÓ˜ÂÍ x1 Ë x2. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË p1 = [0, 0] Ë p2 = [1, 0], ÚÓ tC ≡   
≡ t01 = 1.

óÚÓ·˚ ÔÓ‚ÂËÚ¸, fl‚ÎflÂÚÒfl ÎË ÁÌ‡˜ÂÌËÂ t01 = 1 ÏËÌËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‚ÂÏÂÌÂÏ
ÔÓ·Â„‡, ‡ÒÒÏÓÚËÏ Ï‡Î˚Â ÓÚÍÎÓÌÂÌËfl ÓÚ ÔflÏÓ„Ó ÎÛ˜‡ Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‚ÂÏÂ-
Ì‡ ÔÓ·Â„‡ t ‚‰ÓÎ¸ ÍË‚ÓÈ z = 0,1sin πx ‰Îfl Ì‡·Ó‡ ÒÍÓÓÒÚÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ,
Á‡‰‡‚‡ÂÏ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓÏ k. êËÒ. 8.4, á ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ
k, ‚ÂÏfl t ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Í‡Í ÏÂÌ¸¯Â, Ú‡Í Ë ·ÓÎ¸¯Â t01. èËÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ t
< t01 ‰Îfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı k > 5 ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÚÓ, ˜ÚÓ ËÏÂ˛ÚÒfl Ú‡ÍËÂ Ú‡-
ÂÍÚÓËË (ÍË‚‡fl z = 0,1sin πx  fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÌËı), ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓ˚ı ‚ÂÏfl
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ÏÂÌ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÈ C. ïÓÚfl Í‡ÊÂÚÒfl, ˜ÚÓ ˝ÚÓ
ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÔËÌˆËÔÛ îÂÏ‡ Ó Ì‡ËÏÂÌ¸¯ÂÏ ‚ÂÏÂÌË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl,
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ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ Ú‡ÍËı Ú‡ÂÍÚÓËÈ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò Ì‡Û¯ÂÌËÂÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Ó Â„Û-
ÎflÌÓÒÚË ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË C . ç‡ ËÒ. 8.4 ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚Û˛Ú Ú‡ÍËÂ “Ì˚fl˛˘ËÂ” ÎÛ˜Ë C1, C2 Ë C3, ÍÓÚÓ˚Â ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÔflÏÓÈ ÎÛ˜
C Ú‡Í, ˜ÚÓ ˜ÂÂÁ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÚÓ˜ÍË ÏÂÊ‰Û p1 = [0, 0] Ë p2 = [1, 0] ÔÓıÓ‰flÚ
ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚‡ ÎÛ˜‡. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÎÛ˜Ë ÏÓ„ÛÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏÛ, Ú‡Í Ë ‰Û„ËÏ ˝ÍÒÚÂÏÛ-
Ï‡Ï (Ï‡ÍÒËÏÛÏ‡Ï ËÎË ÒÂ‰ÎÓ‚˚Ï ÚÓ˜Í‡Ï) ËÌÚÂ„‡Î‡ (8.33) ‚ Ó·Î‡ÒÚflı, „‰Â
Â„ÛÎflÌÓÒÚ¸ ÎÛ˜ÂÈ Ì‡Û¯‡ÂÚÒfl.

4. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÎÛ˜Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛ÚÒfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË ‡ÍÛÒÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌ˚, ‰Îfl Ëı Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl Ó·˚˜ÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛Ú ÏÂÚÓ‰˚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ-
„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl. å˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÛÂÏ ˝ÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ, ÍÓ„‰‡ ·Û‰ÂÏ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÎÛ˜Ë ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡.

èéíéä ùçÖêÉàà

èÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÎÛ˜Ë ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË. ä‡Í
ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ËÁ·˚ÚÓ˜ÌÓÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ P Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ v Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ÔÓÚÂÌˆË‡ÎÓÏ U
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

  
P p U

t
= − ∂

∂
 Ë v = grad U,

„‰Â ρ – Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸.
èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Í‡Í

Sx = Pvx, Sy = Pvy, Sz = Pvz. (8.35)

èÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î U Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ‚ÂÏÂÌË ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸Ì ̊ Ï Ó· ‡ÁÓÏ, ËÁ
ÙÓÏÛÎ˚ (8.1) ÔÓÎÛ˜ËÏ

êËÒ. 8.4.  í‡ÂÍÚÓËË ÎÛ˜ÂÈ ‰Îfl k = 0,7 (a); Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ‚ÂÏÂÌË ÔÓ·Â„‡ ÏÂÊ‰Û ÚÓ˜Í‡ÏË
p1[0, 0] Ë p2[1, 0], ‚˚˜ËÒÎÂÌÌ‡fl ‚‰ÓÎ¸ ‰Û„Ë z = 0,1 sin πx, ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl k (á)
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U = A cos(ω t – k0L)

Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ

P = ρω A sin(ω t – k0L).

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ x-ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

vx = 
  
∂

∂

∂

∂

U

x

A

x
= cos(ω t – k0L) + Ak0

  
∂

∂

L

x
sin(ω t – k0L),

ËÏÂÂÏ

Sx = A ρω
  
∂

∂

A

x
sin(ω t – k0L)cos(ω t – k0L) + A2k0ρω

  
∂

∂

L

x
sin2(ω t – k0L)

ëÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË

      
S S dtx

a
x

T

T

v = ∫
1

0

.

á‰ÂÒ¸ T = 2π/ω.
ë Û˜ÂÚÓÏ

    
sin cosω ωt t dt

T

=∫ 0
0

Ë

    
sin2ω t dt T

T

=∫ 2
0

,

ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (8.36) Ë (8.37) ‰‡˛Ú

      
Sx

a A k L

x

v = ω
ρ ∂

∂

2
0

2
. (8.38)

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

      
Sy

a A k L

y

v = ω
ρ ∂

∂

2
0

2
(8.39)

Ë

      
Sz

a A k L

z

v = ω
ρ ∂

∂

2
0

2
. (8.40)

ìÏÌÓÊ‡fl Í‡Ê‰ÓÂ ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (8.38) – (8.40) Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ Â‰ËÌË˜Ì˚È
‚ÂÍÚÓ Ë ÒÍÎ‡‰˚‚‡fl ÔÓÎÛ˜Ë‚¯ËÂÒfl ‚˚‡ÊÂÌËfl, ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Û:
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Sa A k L

z
Lv = ω

ρ ∂

∂

2
0

2
grad . (8.41)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò (8.9), Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ÎÛ˜‡.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

|grad L| = n,

‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ Sav (ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸) ‡‚ÌflÂÚÒfl

        
Sa k k

nA Av = =ω
ρ ω ρ0 2 2

2 2
(8.42)

ËÎË

        
Sa P

c

v = 0
2

2ρ
, (8.43)

„‰Â

P0 = ω ρ A (8.44)

ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌÛ ‰‡‚ÎÂÌËfl.

8.2. èéÇÖÑÖçàÖ ãìóÖâ Ç ëêÖÑÖ, ÉÑÖ ëäéêéëíú
áÄÇàëàí éí éÑçéâ ÑÖäÄêíéÇéâ äééêÑàçÄíõ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ c fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ, ÍÓÚÓ‡fl
ÏÂÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (8.15) – (8.16), Û‡‚ÌÂÌËÂ
ÎÛ˜‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

    

∂

∂

∂

∂s

z

s
n n




= grad (8.45)

ËÎË

    
n x

s

∂

∂
= const,  

    
n y

s

∂

∂
= const Ë 

    

∂

∂

∂

∂

∂

∂s

z

s

n

z
n




= , (8.46)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

    
∂

∂

∂

∂

n

x

n

z
= = 0.

èÓÍ‡ÊÂÏ ÒÌ‡˜‡Î‡, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÎÛ˜Ë ÎÂÊ‡Ú ‚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ËÒ. 8.5,
a). ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‚‚Â‰ÂÏ ‚ÂÍÚÓ M ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

M = k × n
    
∂

∂

r

s
 ËÎË M = k × n s0, (8.47)

„‰Â k Ë s0 – Â‰ËÌË˜Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË z Ë ÎÛ˜‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.
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èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‚ÂÍÚÓ M ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÎÛ˜‡ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÂÌ ÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚË, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ˝ÚËÏË Â‰ËÌË˜Ì˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË. ÑËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ M
ÔÓ s ‰‡ÂÚ

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

M r k r rk k
s s s s s s s

n n n= ×




= × + × 




. (8.48)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ k ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï, ÔÂ‚ÓÂ
ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl (8.48) ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

      

∂

∂

∂

∂

∂

∂

M rk
s s s

n= × 




.

ì˜ËÚ˚‚‡fl ÙÓÏÛÎÛ (8.45), ÔÓÎÛ˜ËÏ

      
∂

∂

∂

∂

M k k k
s

n

z
n= × = × =grad 0.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÂÍÚÓ M ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ ÌÂ ÏÂÌflÂÚÒfl:

M = const.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÍÚÓ M Ô‡‡ÎÎÂÎÂÌ ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy, ‚ÒÂ ÚÓ˜ÍË ÎÛ˜‡ ‡ÒÔÓÎÓÊÂ-
Ì˚ ‚ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.

êËÒ. 8.5.  ÉÂÓÏÂÚËfl ÎÛ˜‡ (a); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ  ̊ (8.52) (á); ÁÌ‡Í ÍË‚ËÁÌ˚ Ë ËÁ„Ë·
ÎÛ˜‡ (â); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ (ã)
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ùÚÓ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ú‡ÍÊÂ ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (8.46) ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ì‡Ô‡‚Îfl˛˘Ëı
ÍÓÒËÌÛÒÓ‚ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ÎÛ˜‡ ds ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒÂÈ x Ë y ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï:

    
∂

∂

∂

∂

x

s

y

s
= const. (8.49)

áÄäéç ëàçÖããàìëÄ

èÛÒÚ¸ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O. íÓ„‰‡ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
ÎÛ˜ÂÈ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÓÒÂ‚ÓÈ ÒËÏÏÂÚËÂÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ ÓÒË z. èÓ-
˝ÚÓÏÛ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ Ëı ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ Ó‰ÌÓÈ ËÁ ÔÎÓÒÍÓÒÚÂÈ, ÒÓ‰Â-
Ê‡˘Ëı ˝ÚÛ ÓÒ¸. ÑÎfl ÔÓÒÚÓÚ˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ ÎÛ˜ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚
ÔÎÓÒÍÓÒÚË xOy (ËÒ. 8.5, á). ì‡‚ÌÂÌËfl (8.46) ÚÓ„‰‡ Á‡ÔË¯ÛÚÒfl Í‡Í

  
n Cx

s

∂

∂
=  Ë 

    

∂

∂

∂

∂

∂

∂s

z

s

n

z
n




= , (8.50)

„‰Â C – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘‡fl ÎÛ˜ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.
àÁ ËÒ. 8.5, á ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ì‡Ô‡‚Îfl˛˘ËÏË ÍÓÒËÌÛÒ‡ÏË ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ ds fl‚Îfl-

˛ÚÒfl

    
∂

∂
θx

s
= sin  Ë 

    
∂

∂
θz

s
= cos . (8.51)

á‰ÂÒ¸ θ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÓÒ¸˛ z Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ÎÛ˜‡.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÂ‚ÓÂ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8.50) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
sin ( )( )θ = = =C

n

Cc z

c
pc z

0

 ËÎË 
    

sin

( )
,θ

c z
p= (8.52)

„‰Â p – Ô‡‡ÏÂÚ ÎÛ˜‡, ÍÓÚÓ˚È ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÒÚ¸˛.
îÓÏÛÎ‡ (8.52) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ‚ ÒÂ‰Â Ò ÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï ËÁÏÂ-

ÌÂÌËÂÏ ÒÍÓÓÒÚË ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ˝ÚÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÒËÌÛÒ‡ Û„Î‡
Ô‡‰ÂÌËfl θ Í ÒÍÓÓÒÚË c ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÎÛ˜‡ ÔÓÒÚÓ flÌÌ˚Ï. é‰Ì‡ÍÓ
˝ÚÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂÌflÚ¸Òfl ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ÎÛ˜Â‚ÓÈ Ú‡ÂÍÚÓËË Í ‰Û„ÓÈ.

èÛÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Ë Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡
‡‚Ì˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, c0 Ë θ0. íÓ„‰‡ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ (8.52) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl
Í‡Í

    

sin sinθ θ

c c
= 0

0

(8.53)

‡ ÎÛ˜Â‚ÓÈ Ô‡‡ÏÂÚ p ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
p

c
= >

sin
.

θ0

0

0 (8.54)

ê‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡

|p| = c ⋅ m–1,
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‡ Â„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ

    
0 1

0

≤ ≤p
c

.

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (8.52) ËÎË (8.53) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÎÛ˜‡. ÖÒÎË
ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Ô‡‡ÏÂÚ p Ë ÙÛÌÍˆËfl c(z), ÚÓ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ËÏ
ÎÛ˜.

Ç˚‡ÁËÏ ‚ÚÓÓÂ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8.50) ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆËË θ Ë c. ÑËÙÙÂÂÌ-
ˆËÓ‚‡ÌËÂ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰‡ÂÚ

    

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂θ

∂

∂

∂

∂

∂
θ θ θ

s

z

s s s

n

s

n

z
n n n




= = − + =( sincos ) cos

ËÎË

    
∂

∂

∂θ

∂

∂

∂

∂

∂

∂θ

∂

∂

∂
θ θ θ θn

z s

n

z

z

s s

n

z
n n= − + = − +sin sincos cos2

ËÎË

    
∂θ

∂

θ ∂

∂s n

n

z
= − sin . (8.55)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó

    

∂

∂

∂

∂

∂

∂

n

z z

c

c

c

c

c

z
=







 = −0 0

2
,

ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl (8.55) ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
∂θ

∂

θ ∂

∂

θ ∂

∂s n

n

z c

c

z
= − =sin sin

ËÎË

    
∂θ

∂

∂

∂s

c

z
p= . (8.56)

ì‡‚ÌÂÌËÂ ÎÛ˜‡ ‚ ˝ÚÓÏ ‚Ë‰Â ÔÓÎÂÁÌÓ Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl ÔÓÌËÏ‡ÌËfl ÎÛ˜Â‚ÓÈ „ÂÓÏÂÚ-
ËË.

ä‡Í ÛÔÓÏËÌ‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ,  Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl – ˝ÚÓ Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ
ÎÛ˜‡ Ë ÓÒ¸˛ z, ËÁÏÂflÂÏ˚È ÔÓÚË‚ ˜‡ÒÓ‚ÓÈ ÒÚÂÎÍË. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÍË-
‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

K = ∂θ/∂s. (8.57)

Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ, ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ËÎË ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛ (ËÒ. 8.5, â).
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.56) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    
K p c

z
= ∂

∂
, (8.58)
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èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÍË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡ ÔflÏÓ ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì‡ Ô‡‡ÏÂÚÛ p Ë ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË. üÒÌÓ, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.58)
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ·ÓÎÂÂ Ó·˘Â„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (8.22) ÏÂÊ‰Û ÍË‚ËÁÌÓÈ Ë „‡‰ËÂÌÚÓÏ
ÒÍÓÓÒÚË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓ„Ó ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÔË¯ÎË Í ‰‚ÛÏ ‡ÁÌ˚Ï ÙÓÏ‡Ï Û‡‚ÌÂÌËfl ÎÛ˜‡, Ò‚fl-
Á˚‚‡˛˘ËÏ ÙÛÌÍˆËË θ Ë c(z):

    
sin θ

c
p=  Ë 

  
∂θ

∂

∂

∂s

c

z
p= .

óÚÓ·˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ú¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ ÙÓÏÛÎ (8.52) – (8.58), ‡ÒÒÏÓÚ-
ËÏ, Í‡Í ‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl ÎÛ˜Â‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÙÛÌÍˆËflı ÒÍÓÓÒÚË
c(z).

ëÎÛ˜‡È 1: Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÒÂ‰‡

Ç ˝ÚÓÏ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â

∂c/∂z = 0

ÍË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡ (8.58) ‚Ò˛‰Û ‡‚ÌflÂÚÒfl ÌÛÎ˛ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÒÂ ÎÛ˜Ë fl‚Îfl-
˛ÚÒfl ÔflÏ˚ÏË.

ëÎÛ˜‡È 2: ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ, Í‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ c ÔÓ˜ÚË ÎËÌÂÈÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ; Ú.Â.

∂c/∂z > 0.

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (8.58) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÍË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡ ‚Ò˛‰Û ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡fl, Ú‡Í
˜ÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËfl ÎÛ˜‡ ÒÚÂÏËÚÒfl Á‡„ÌÛÚ¸Òfl ‚‚Âı. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ËÁ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ÎÛ˜‡ flÒÌÓ, ˜ÚÓ Û„ÓÎ θ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ s ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡. ëÎÂ-
‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Û Í‡Ê‰Ó„Ó ÎÛ˜‡, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÚÓ„Ó, ÍÓÚÓ˚È ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
Û„ÎÛ θ0 = 0, ËÏÂÂÚÒfl Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡, „‰Â θ = π/2 Ë Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ s0 ÔÂÔÂÌ-
‰ËÍÛÎflÂÌ ÓÒË z. èË ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl s Û„ÓÎ θ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
·ÓÎ¸¯Â π/2, Ë ÎÛ˜ ËÁ„Ë·‡ÂÚÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ Ó·Î‡ÒÚË Ò ÏÂÌ¸¯ÂÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛.

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (8.52) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ θ = π/2 ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚Â‰ÂÚ
ÒÂ·fl Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÎÛ˜‡ p:

    
c z

p

c
( ) .

sin
= =1 0

0θ

í‡Í Í‡Í ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ,
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ z ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÎÛ˜‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ Û„Î‡ θ0 (ËÒ. 8.5,
ã).

ì ÎÛ˜ÂÈ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÒÂ‰Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â˘Â Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ-
‚Ó, ÍÓÚÓÓÂ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÓÌË ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÚËÍ‡Î¸-
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ÌÓÈ ÓÒË, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÓÓÚ‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÂ·Â
„ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÎËÌË˛ z = z0 (ËÒ. 8.5, ã), ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘Û ̨  ÎÛ˜ ‚ ÚÓ˜Í‡ı p 1 Ë
p2. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝ÚË ÚÓ˜ÍË Ì‡ıÓ‰flÚÒfl Ì‡ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ „ÎÛ·ËÌÂ, ÍË‚ËÁÌ‡ ÎÛ˜‡
(8.58) ‚ ÌËı Ú‡ÍÊÂ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚‡. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ËÁ (8.52) ËÏÂÂÏ

sin θ1 = sin θ2,

„‰Â θ1 Ë θ2 – Û„Î˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ ÚÓ˜Í‡ı p1 Ë p2. àÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡
ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

θ2 = π – θ1.

ÉÂÓÏÂÚËfl ÎÛ˜ÂÈ Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ÁÓÌ, „‰Â ÓÌË ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl, ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÒÍÓÓÒÚË Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË c(z) Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ.

ëÎÛ˜‡È 3: ÒÍÓÓÒÚ¸ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z ÒÍÓÓÒÚ¸ Ô‡‰‡ÂÚ, Ú.Â.

∂c/∂z < 0.

èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 8.6, à. ÇÒÂ ÎÛ˜Ë, Á‡ ËÒ-
ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ θ0 = π/2, ÒÚÂÏflÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ „ÎÛ·Ë-
Ì˚ ÒÚ‡Ú¸ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË ÓÒË z. ëÌÓ‚‡ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÒÂ·Â „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÛ˛ ÎË-
ÌË˛ z = z0. àÁ ËÒ. 8.52 ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

sin θ(z) = pc(z).

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÛÌÍˆËfl θ(z) ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍË ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÁÌ‡˜ÂÌË˛ θ = 0
ÔË z → ∞.

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ

    

sin ( )

( )

sin ( )

( )

θ θz

c z

z

c z
p1

1

2

2

= =

ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ

θ(z2) < θ(z1)  ÂÒÎË  z2 > z1.

êËÒ. 8.6.  èÓ‚Â‰ÂËÌÂ ÎÛ˜ÂÈ ÔË dc/dz < 0 (a); ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Ô‡‰ÂÌËÂ ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ (á);
Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ „ÎÛ·ËÌ˚ (â)
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Ú‡Í Í‡Í c(z2) < c(z1). èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‰Îfl Û„Î‡ θ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ θ =
= 0 fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÏ ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ.

ëÎÛ˜‡È 4: ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Ô‡‰ÂÌËÂ ÔÎÓÒÍËı ‚ÓÎÌ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚ÏÂÒÚÓ ÚÓ˜Â˜ÌÓ„Ó ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘Û˛Òfl ‚ÂÚË-
Í‡Î¸ÌÓ ÔÎÓÒÍÛ˛ ‚ÓÎÌÛ, Ô‡‰‡˛˘Û˛ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ z = 0. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÎÛ˜Ë ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛ÚÒfl Û„ÎÓÏ θ0 = 0 Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ
ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ÙÛÌÍˆËË c(z), ÔÎÓÒÍ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÏ Ë ÚÓÏ ÊÂ
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚‰ÓÎ¸ Ô flÏ˚ı ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì˚ı ÎÛ˜ÂÈ ( ËÒ. 8.6, á). ùÚÓÚ ‚˚‚Ó‰
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡ ËÎË ËÁ Á‡ÍÓÌ‡ ëÌÂÎÎËÛÒ‡:

ËÎË  θ = 0.

    

sin

( )

sin
.θ θ

c z c
= =0

0

0

é‰Ì‡ÍÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ c Á‡‚ËÒËÚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÈ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z, ÙÓÌÚ ‚ÓÎÌ˚ ÔÂÂÒÚ‡ÂÚ ·˚Ú¸ ÔÎÓÒÍËÏ, Â„Ó ÙÓÏ‡ ËÁÏÂÌflÂÚÒfl
Ë, ÔÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ÎÛ˜Ë ÏÓ„ÛÚ ÔÂÂÒÂÍ‡Ú¸Òfl.

ëÎÛ˜‡È 5: ÏÓ‰ÂÎ¸ Ò ÔÂÂıÓ‰ÌÓÈ ÁÓÌÓÈ (c1 = const, c2 = const)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÂ‰˚, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú ‰‚Â Ó·-
Î‡ÒÚË Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË (ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı Ò‚ÓÂÈ Ó·Î‡ÒÚË).
èÛÒÚ¸, ÍÓÏÂ ˝ÚÓ„Ó, ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÒÂ‰Â ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÂÂıÓ‰Ì˚È ÒÎÓÈ, „‰Â ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ÏÂÌflÂÚÒfl ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ (ËÒ. 8.6, â). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ
Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÂ‰Â, ‡ ÙÛÌÍˆËfl c(z) ‚Ò˛‰Û ÌÂÔÂ-
˚‚Ì‡. ÇÌ‡˜‡ÎÂ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ ÔÂÂıÓ‰ÌÓÏ ÒÎÓÂ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·˚ÒÚÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ, Ú.Â. c2 > c1 Ë dc/dz > 0.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÎÛ˜ Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ p = 0 (θ0 = 0) – ˝ÚÓ ÔflÏ‡fl, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ-
Ì‡fl ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË z. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ‰Û„Ëı ÎÛ˜ÂÈ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ ‰Û„‡fl
Í‡ÚËÌ‡. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÔÂÂıÓ‰ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl dc/dz ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸Ì‡, Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl θ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ z. ÖÒÎË Ô‡‡ÏÂÚ ÎÛ˜‡ p ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î, Â„Ó Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl θ(z) ÌÂ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl π/2 ‰‡ÊÂ Ì‡ ÌËÊ-
ÌÂÈ „‡ÌËˆÂ ÒÎÓfl. ãÛ˜Ë ˝ÚÓÈ ÔÂ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔÓıÓ‰flÚ ˜ÂÂÁ ÒÎÓÈ Ë ÔÓfl‚Îfl-
˛ÚÒfl ‚ ÒÂ‰Â, ËÏÂ˛˘ÂÈ ÒÍÓÓÒÚ¸ c2. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â ÎÛ˜Ë
ÒÓÒÚÓflÚ ËÁ ÚÂı ˜‡ÒÚÂÈ: ÔflÏ˚ı ÎËÌËÈ ÔÓ‚Âı Ë ÌËÊÂ ÔÂÂıÓ‰ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ë
ËÒÍË‚ÎÂÌÌÓ„Ó Û˜‡ÒÚÍ‡ ‚ÌÛÚË ÌÂ„Ó (ËÒ. 8.7, a).

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (8.53) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    

sin sin
,

θ θ1

1

2

2c c
= (8.59)

„‰Â θ1 Ë θ2 – Û„Î˚ Ô‡‰ÂÌËfl ‚ ‚ÂıÌÂÈ Ë ÌËÊÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚. ä‡Í ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡-
Á‡ÌÓ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ, ˝ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ‰Îfl ÔÂ-
ÎÓÏÎÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÒÂ‰ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË.
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èÛÒÚ¸ ÎÛ˜, ÔËıÓ‰fl˘ËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ Ì‡ ÌËÊÌÂÈ „‡ÌËˆÂ ÒÎÓfl, ı‡‡Í-
ÚÂËÁÛÂÚÒfl Û„ÎÓÏ     θ0

c . íÓ„‰‡ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ

    sin /θ0 1 2
c c c= (8.60)

Ë ÎÛ˜ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ‚ÂıÌ˛˛ ÒÂ‰Û. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂ Û„Î‡ Ô‡‰ÂÌËfl
(θ0 >     θ0

c) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡, 0 ‡ÒËÏÔÚÓ-
ÚË˜ÂÒÍË ÓÌ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ‚ÂıÌÂÈ „‡ÌËˆ˚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ-
‚ÂÌÌÓ, ‚ÚÓ‡fl „ÛÔÔ‡ ÎÛ˜ÂÈ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ‚ÂıÌ˛˛ ÒÂ‰Û, „‰Â ÓÌË ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl
Ô  flÏ ̊ ÏË ÎËÌËflÏË (ÒÏ. ËÒ. 8.7, à). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËË ÎÛ˜ÂÈ ÒËÏÏÂ-
Ú Ë˜Ì˚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË (ËÒ. 8.7, á). å˚ ÒÌÓ‚‡ ËÏÂÂÏ

sin θ1 = sin θ2 ËÎË θ2 = π – θ1. (8.61)

ùÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÂ (8.59), Ú‡ÍÊÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎË-
ÛÒ‡. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ˝ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ËÁ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‡ÎÂÂ, Í‡Í ‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl ÎÛ˜Ë ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x. ãÛ˜Ë ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú Ì‡
ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ (ÒÏ. ËÒ. 8.7, à):

0 ≤ x < x1, (8.62)

ì„ÓÎ     θ0
c  ÔÓ‰ ÍÓÚÓ˚Ï ÎÛ˜, ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ ÔflÏÛ˛ z = 0 ‚ ÚÓ˜ÍÂ x1, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl

ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (8.59). ì„ÓÎ     θ0
c  ËÌÓ„‰‡ Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÍËÚË˜ÂÒÍËÏ Û„ÎÓÏ. èË

êËÒ. 8.7.  ê‡ÁÎË˜Ì˚Â „ÛÔÔ˚ ÎÛ˜ÂÈ (a); ÒËÏÏÂÚËfl ÎÛ˜‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ (á);
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ (â); Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z (ã)
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·ÓÎ¸¯Ëı ÁÌ‡˜ÂÌËflı x Ì‡·Î˛‰‡˛ÚÒfl ÎÛ˜Ë, ÍÓÚÓ˚Â ÔËıÓ‰flÚ ÔÓ‰ Û„ÎÓÏ θ0,
‡‚Ì˚Ï Û„ÎÛ Ô‡‰ÂÌËfl.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÍËÚË˜ÂÒÍËÈ Û„ÓÎ     θ0
c  ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ ‚ÒÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó

ÎÛ˜ÂÈ Ì‡ ‰‚Â „ÛÔÔ˚: 1) ÎÛ˜Ë, ÍÓÚÓ˚Â ÔÓÌËÍ‡˛Ú ‚ ÌËÊÌ˛˛ ÒÂ‰Û, Ë 2)
ÎÛ˜Ë, ÍÓÚÓ˚Â ËÏÂ˛Ú ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÏ ÒÎÓÂ.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ c(z) ÏÓÌÓÚÓÌ-
ÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÌËÊÌÂÈ ÒÂ‰˚ Ë c2 < c1, ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÓÚÒÛÚÒÚ-
‚Û˛Ú ( ËÒ. 8.7, â). ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Û„ÓÎ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl θ2 ‚ ÌËÊÌÂÈ ÒÂ‰Â
ÏÂÌ¸¯Â Û„Î‡ θ0 ‚ ‚ÂıÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË Ë ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Á‡ÍÓÌÛ  ëÌÂÎÎËÛÒ‡ Ï˚ ËÏÂÂÏ

    
sinθ2

2

1

=
c

c
sin θ0 < sin θ0.

ëÎÛ˜‡È 6: ÏÓ‰ÂÎ¸ Ò ÔÂÂıÓ‰ÌÓÈ ÁÓÌÓÈ (dc1/dz > 0 Ë  dc2/dz > 0)

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ˜ÚÓ ‚ ‚ÂıÌÂÈ Ë ÌËÊÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl
ÔÓ˜ÚË ÎËÌÂÈÌÓ, ÌÓ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÈ ÁÓÌÂ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl dc1/dz ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‚
·ÓÎ¸¯ÂÈ ÒÚÂÔÂÌË (ËÒ. 8.7, ã). ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ÒÎÛ˜‡flı, ·Û‰ÂÏ ÔÓÎ‡„‡Ú¸,
˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç Ú‡ÍÓÈ ÒÂ‰Â Û‰Ó·ÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸
ÚË „ÛÔÔ˚ ÎÛ˜ÂÈ, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌ˚ı Ì‡ ËÒ. 8.8, a. íÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÔÂ ‚ÓÈ „ÛÔ-
Ô˚ ÎÛ˜ÂÈ ‡ÒÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ‚˚¯Â ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ‡ ÂÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ x ÔÓ-
ÒÚÂÔÂÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ Û„Î‡ θ0. èÛÒÚ¸ ÎÛ˜, ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡

êËÒ. 8.8.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ (a, â); Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ÒÍÓÓÒÚË ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌaÚ˚ z (á); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ
ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÒÂ‰Â Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï „‡‰ËÂÌÚÓÏ ÒÍÓÓÒÚË (ã)
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ÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ ÌËÊÌÂÈ „‡ÌËˆÂ ‚ÂıÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË, ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl
Û„ÎÓÏ   θ0

∗ . é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl θ0 ÔÂ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl ÒÎÂ‰Û-
˛˘ÂÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛:

  θ θ0 0≥ ∗ .

èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ Û„ÎÓ‚ θ0 <   θ0
∗ , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ÚÓ˜Í‡

ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÎÛ˜ÂÈ ÎÂÊËÚ ‚ÌÛÚË ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl.  ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ËÁ-Á‡
ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÌÛÚË ÒÎÓfl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÏÂÌflÂÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ. í‡ÍËÂ ÎÛ˜Ë,
Ó·‡ÁÛ˛˘ËÂ ‚ÚÓÛ˛ „ÛÔÔÛ, ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl Ò ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ËÁ ÎÛ˜ÂÈ ÔÂ‚ÓÈ
„ÛÔÔ˚ ‚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÂ‰Â. ãÛ˜Ë Ò ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ï‡Î˚ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË θ0 Ó·‡-
ÁÛ˛Ú ÚÂÚ¸˛ „ÛÔÔÛ Ò ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÓ‚ÓÓÚ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ÌËÊÂ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜-
ÌÓ„Ó ÒÎÓfl.

ëÎÛ˜‡È 7: ÌËÁÍÓÒÍÓÓÒÚÌ‡fl ÁÓÌ‡

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔË Ï‡Î˚ı z ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÂÔÂÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò
„ÎÛ·ËÌÓÈ. íÓ„‰‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ „ÎÛ·ËÌ, „‰Â

∂c/∂z < 0.

èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ËÌÚÂ‚‡Î‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡Ú¸Òfl ‰‡ÊÂ ·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ ‚
‚Â ıÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚ (ËÒ. 8.8, á).

ãÛ˜Ë Ò ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯ËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË θ0 Ó·‡ÁÛ˛Ú ÔÂ‚Û˛ „ÛÔÔÛ.
ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÓÌË ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚ ‚ÂıÌÂÈ Ó·Î‡ÒÚË, „‰Â ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ. äÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ x ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ Ú‡ÍËı ÎÛ˜ÂÈ
Ó·˚˜ÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ θ0. ÇÚÓ‡fl „ÛÔÔ‡ ÎÛ˜ÂÈ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl
ÏÂÌ¸¯ËÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË θ0. äÓ„‰‡ Í‡ÍÓÈ-ÌË·Û‰¸ ÎÛ˜ ËÁ ˝ÚÓÈ „ÛÔÔ˚ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ
ÁÓÌ˚, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, Â„Ó Û„ÓÎ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
ÏÂÌ¸¯Â Ë ÎÛ˜ ‡Á‚Ó‡˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚ÌËÁ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÏÓÊÌÓ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ Ò‡ÁÛ ‰‚‡
fl‚ÎÂÌËfl: ÁÓÌÛ ÚÂÌË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÎÛ˜Ë ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú, Ë ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ (ËÒ.
8.8, â). ç‡ÍÓÌÂˆ, ÚÂÚ¸fl „ÛÔÔ‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÎÛ˜ÂÈ Ò ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯Ë-
ÏË ÁÌ‡˜ÂÌËflÏË θ0, ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÍÓÚÓ˚ı Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ „ÎÛ·ÓÍÓ.

ìêÄÇçÖçàÖ ãìóÄ Ç èÄêÄåÖíêàóÖëäéâ îéêåÖ

èÓÒÎÂ ÚÓ„Ó, Í‡Í Ï˚ Í‡˜ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ ‚ ‡ÁÎË˜-
Ì˚ı ÒÂ‰‡ı, ˆÂÎÂÒÓÓ·‡ÁÌÓ ÔË‚ÂÒÚË ÓÔËÒ‡ÌËÂ Ú‡ÂÍÚÓËË ÎÛ˜‡ ‚ Ô‡‡ÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ:

x = x(z)  Ë  t = t(z), (8.63)

„‰Â x – „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÎÛ˜Â; t ‚ÂÏfl ÔÓ·Â„‡ ÓÚ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8.51) ËÏÂÂÏ

dx = sin θ ds, dz = cos θ ds.
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ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

    
x ds

s

= ∫ sinθ
0

 ËÎË 
    
x dz

z

= ∫ tan .θ
0

(8.64)

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛,

    
t ds

c

s

= ∫
0

 ËÎË 
    
t dz

c

z

= ∫ cos
.

θ
0

(8.65)

ë Û˜ÂÚÓÏ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ

    
#sin θ

c
p=  Ë     cosθ = −1 2 2p c

‡ÒÒÚÓflÌËÂ x Ë ‚ÂÏfl t ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë Ô‡‡ÏÂÚ ÎÛ˜‡ p Í‡Í

    
x z p p c z dz

p c z

z

( , ) ( )

( )
=

−
∫

1 2 2
0

Ë

    
t z p dz

c z p c z

z

( , ) .
( ) ( )

=
−

∫
1 2 2

0

(8.66)

ÇÒ˛‰Û ‰‡ÎÂÂ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡Ú¸, ˜ÚÓ Û ÎÛ˜‡ ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ Ë,
ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÌ ‚ÓÁ‚‡˘‡ÂÚÒfl Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0.

ì˜ËÚ˚‚‡fl ÒËÏÏÂÚË˛ ÎÛ˜ÂÈ Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl (8.66),
‰Îfl ÚÓ˜ÍË Ì‡ ˝ÚÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÏÂÂÏ

    
x p p

cdz

p c

z

( )
max

=
−

∫2
1 2 2

0

Ë (8.67)

    
t p dz

c z p c

z

( ) ,
( )

max

=
−

∫2
1 2 2

0

„‰Â zmax Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ z ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡, Ú.Â. Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÛ˛ „ÎÛ·ËÌÛ
ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÎÛ˜‡.

ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ ÎÛ˜‡ p ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ
‰‚ÛÏfl ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË:

    
p

c
=
#sin θ0

0

 Ë 
    
p

c z
= 1

( )max

. (8.68)

á‰ÂÒ¸ c(zmax) – ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÓÓÚ‡; ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
Ì˚Ï ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡.
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óÚÓ·˚ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, Í‡Í ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËü ÎÛ˜‡,
‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó˜ÂÌ¸ ÔÓÒÚÓÈ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÎËÌÂÈÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò „ÎÛ-
·ËÌÓÈ (ËÒ. 8.8, ã):

c(z) = c0 + mz. (8.69)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË c(z) ‚ÒÂ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚·‡Ú¸ Ú‡-
ÍËÂ ËÌÚÂ‚‡Î˚, „‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ ÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ z ÔÓ˜ÚË ÎËÌÂÈÌÓ.

èÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.56) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
∂θ

∂

∂

∂s

c

z
p mp= = . (8.70)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÍË‚ËÁÌ‡ Í‡Ê‰Ó„Ó ÎÛ˜‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡ Ë ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ú‡-
ÂÍÚÓËfl ÎÛ˜‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰Û„ÓÈ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÓÍÛÊÌÓÒÚË. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‡‰ËÛÒ
ÍË‚ËÁÌ˚ ‰Û„Ë

    
R

s pm

c

m
= = =1 1 0

0∂θ ∂ θ/ sin
, (8.71)

Ú.Â. ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡ÎÂÌ ÒËÌÛÒÛ Û„Î‡ ‚˚ıÓ‰‡ θ0.
àÁ ËÒ. 8.8, ã ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ˆÂÌÚ˚ Ú‡ÍËı ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ ÎÂÊ‡Ú Ì‡ Ô  flÏÓÈ,

‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË c0/m ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0. ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ Ï˚
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ „‡‰ËÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË ‚Ò˛‰Û fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï.
ÖÒÎË ÊÂ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ z ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ds/dz ËÏÂÂÚ ‰Û„ÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ,
ÚÓ ˆÂÌÚ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‰Û„ ÓÍÛÊÌÓÒÚÂÈ ·Û‰ÛÚ ÎÂÊ‡Ú¸ Ì‡ ‰Û„ÓÈ ÔflÏÓÈ.
Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ ÛÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ, Ú.Â.
ÒÍÓÓÒÚ¸ Ì‡ ÌÂÍÓÚÓÓÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ „ÎÛ·ËÌ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, ÎËÌËfl ˆÂÌÚÓ‚ ‡ÒÔÓ-
Î‡„‡ÂÚÒfl ÔÓ‰ ÎÛ˜‡ÏË.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÎËÌÂÈÌÓ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z, ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸
Ô‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÎÛ˜‡ ‚ fl‚ÌÓÏ ‚Ë‰Â. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ Á‡ÍÓÌ‡
ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

sin θ = pc(z)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÔÓ z, ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
cosθ θd

dz

dc

dz
p pc= = ′

ËÎË

    
dz d

pc
=

′

θ θcos .

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎÛ (8.64) ‰‡ÂÚ

    

x z d
p c z

( ) #sin

( )
=

′∫
1

0

θ θ
θ

θ

(8.72)
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ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ˝ÚÓÏÛ

    

t z
pcc c

( ) .#sin #sin

sin
= =

′ ′∫ ∫
θ θ

θ
θ

θ

θ

θ

0 0

(8.73)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

c′ = m,

‚˚‡ÊÂÌËfl (8.72) – (8.73) ÔÂÂÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl Í‡Í

    

x d
pm

c

m
= =

−
∫

1 0 0

0
0

sin
(cos cos )

sin
θ θ

θ θ

θ
θ

θ

Ë (8.74)

    

t
m

d

m
= =∫
1 1 2

20
0

#

sin

/

/
ln .θ

θ

θ

θ
θ

θ
tg

tg

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË θ = π/2 (ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡), ÚÓ

    
x

c

m
= 0

0cotθ  Ë 
    
t

m
= 1

2
0ln .
#

ctg
θ

áÌ‡˜ÂÌËfl x Ë t ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0 ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËflÏË

    
x

c

m
=

2 0
0cotθ  Ë 

    
t

m
= 2

2
0ln .
#

ctg
θ

(8.75)

ùÚË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl Ò‚flÁ˚‚‡˛Ú ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Û„Î‡ ‚˚ıÓ‰‡ θ0, Ò Ó‰ÌÓÈ
ÒÚÓÓÌ˚, Ë ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÛ x Ì‡ ÔflÏÓÈ z = 0 Ë ‚ÂÏfl ÔËıÓ‰‡ t, Ò ‰Û„ÓÈ.

èÓÍ‡ÊÂÏ Í‡Í ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ÂÎË˜ËÌ˚ θ0, m Ë zmax ÖÒÎË ËÁ-
‚ÂÒÚÌ˚ x Ë t, ÚÓ Û„ÓÎ ‚˚ıÓ‰‡ θ0 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (8.75):

    

x

t
c= 0

0

0

2

ctg

ctg

θ

θ
ln

ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÒÍÓÓÒÚ¸ c0 Á‡‰‡Ì‡. èÓÒÎÂ ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ m ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ Î˛·Ó„Ó ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8.75) Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl, Ú‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ‰Îfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ „ÎÛ·ËÌ˚.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ô‡‡ÏÂÚ ÎÛ˜‡, ÔËıÓ‰fl˘Â„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË x Ë z = 0
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    
p

c
=
#sin

,
θ0

0



400

Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÓÓÚ‡:

c(z max) = 1/p 

á‡ÚÂÏ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÙÓÏÛÎÛ (8.69), ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÛ˛ „ÎÛ·ËÌÛ
ÔÓÌËÍÌÓ‚ÂÌËfl ÎÛ˜‡.

ÇÖäíéê èéâçíàçÉÄ

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Í‡Í ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË, ÔÂÂÌÓÒËÏÓÈ
‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡. í‡Í Í‡Í ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë

grad c = 
    
dc

dz
k

‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò‡ÏË ÎÛ˜Ë Ó·Î‡‰‡˛Ú ÓÒÂ‚ÓÈ ÒËÏÏÂÚË-
ÂÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÒË z. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÎÛ˜ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓ‡
èÓÈÌÚËÌ„‡. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ˝ÚËÏ Û‰Ó·ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÛ˛
ÎÛ˜‡ÏË ÒËÒÚÂÏÛ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ÚÛ·ÓÍ. ä‡Í ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó
˝ÌÂ„ËË, ÔÓıÓ‰fl˘ÂÈ ˜ÂÂÁ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Â ÒÂ˜ÂÌËfl Í‡Ê‰ÓÈ ËÁ Ú‡ÍËı ÚÛ·ÓÍ,
ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ˜ÂÂÁ ·ÓÍÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
ÚÛ·ÍË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ èÓÈÌÚËÌ„‡ Ó·‡ÚÌÓ
ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì‡ ÔÎÓ˘‡‰Ë ÒÂ˜ÂÌËfl ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÚÛ·ÍË. Ç·ÎËÁË ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡
ÔÓÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ËÏÂÂÚ ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ËÁÎÛ˜ÂÌËÂ
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ N Â‰ËÌËˆ ‚ ÒÂÍÛÌ‰Û ‚ ÍÓÌÛÒÂ, ÚÂÎÂÒÌ˚È Û„ÓÎ ÍÓÚÓÓ„Ó
‡‚ÂÌ Â‰ËÌËˆÂ. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÛ˛ ÚÛ·ÍÛ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÛ˛ ‚ÓÍÛ„ ÎÛ˜‡
Ò Û„ÎÓÏ ‚˚ıÓ‰‡ θ0 (ËÒ. 8.9, a). íÂÎÂÒÌ˚È Û„ÓÎ ω  Ë Û„ÓÎ ‚˚ıÓ‰‡ θ0 Ò‚flÁ‡Ì˚
ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ

ω = 2π(1 – cos θ0).

Ç˚ÔÓÎÌflfl ÓÔÂ‡ˆË˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl, ÔÓÎÛ˜ËÏ

dω = 2π sin θ0 dθ0.

êËÒ. 8.9.  àÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË
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èÎÓ˘‡‰¸ ÒÂ„ÏÂÌÚ‡ ÍÓÎ¸ˆ‡ ¯ËËÌÓÈ dx, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ
ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ËÒ. 8.9, á) ‡‚ÌflÂÚÒfl

dSr = 2π x dx.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÎÓ˘‡‰¸ ÒÂ˜ÂÌËfl ÚÛ·ÍË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ì‡ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË L,

dS = dSr cos θ 2π x dx cos θ.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÓÍ‡ ˝ÌÂ„ËË ‚ ÚÓ˜ÍÂ Ò Û„ÎÓÏ θ ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÚÒfl Í‡Í

    
I N

N d

dS

d

x dx
= =

ω θ θ

θ

#sin

cos
.0 0

ÉÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ x ÓÚ ÓÒË z ‰Ó ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË Ì‡ ÎÛ˜Â
ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ÙÛÌÍˆË˛ θ0 Ë z. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ Á‡-
‰‡ÌÌÓÈ „ÎÛ·ËÌ˚ z = const ËÏÂÂÏ

    
dx dx= ∂

∂θ
θ

0
0.

Ç ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË, ‰Îfl Í‡Ê‰ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = const ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸

  
∂

∂θ θ

x dx

d
= .

èÓ˝ÚÓÏÛ ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ I ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

    

I
N

x
x

=
# sin

cos

.
θ

∂

∂θ
θ

0 (8.76)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ Á‡ÏÂÚÌÓ ÛÔÓ˘‡ÂÚÒfl ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ÎËÌÂÈ-
ÌÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ. Ç˚˜ËÒÎËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÛ˛ ∂x/∂θ0. àÁ ÙÓ-
ÏÛÎ˚ (8.74) ËÏÂÂÏ

    

∂

∂θ θ

∂θ

∂θ
θ θ θ θ θ θx c

m0

0
2

0
0 0

0
0 0= − +







 − −









 =

#

sin
sin sin sin (cos cos )cos

    
= − + +











#

sin
cos cos sin sin .

c

m

0
2

0
0 0

0

1
θ

∂θ

∂θ
θ θ θ θ (8.77)

ÑËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡

    

#sin #sinθ θ0

0c c
=

‰‡ÂÚ

    
cos cos#θ θ∂θ

∂θ0 0
0= c

c
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ËÎË

  

∂θ

∂θ

θ

θ

θ

θ0 0

0= #sin

sin

#cos

cos
.

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‚ ÙÓÏÛÎÛ (8.77) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ
‚˚‡ÊÂÌË˛:

    

∂

∂θ θ

θ θ

θ θ
θ θ θ θx c

m0

0
2

0
0 0

0

0

1= − + +








 =

#

sin

#sin cos

sin cos
cos cos sin sin

    
=

−
=

#

sin

#cos cos

cos

#

cos sin
.

c

m

x0
2

0

0

0θ

θ θ

θ θ θ

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËfl (8.76) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
I N

x
=

#sin
.

2
0

2

θ
(8.78)

àÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚ¸ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ Í‚‡‰‡ÚÛ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ„Ó
‡ÒÒÚÓflÌËfl x. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓ-
Ì‡Î¸Ì˚ ‡ÒÒÚÓflÌË˛ x.

ÉéÑéÉêÄîõ

èËÒÚÛÔËÏ ÚÂÔÂ¸ Í Ó·ÒÛÊ‰ÂÌË˛ ‰Û„ÓÈ ÚÂÏ˚. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚‰ÓÎ¸
ÓÒË x ËÁÏÂflÂÚÒfl ‚ÂÏfl ÔËıÓ‰‡ ‚ÓÎÌ˚, Ú.Â. ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ÙÛÌÍˆËfl

t = t(x) (8.79)

ùÚ‡ ÙÛÌÍˆËfl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl „Ó‰Ó„‡ÙÓÏ ‚ÓÎÌ˚, Ë Ì‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ,
˜ÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÂÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓ˜ÚË
ÎËÌÂÈÌÓ ‡ÒÚÂÚ Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ, ‚ÂÏfl ÔËıÓ‰‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÓÌÓÚÓÌÌÓ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò
‡ÒÒÚÓflÌËÂÏ x (ËÒ. 8.10, a). ãÂ„ÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ÍÎÓÌ „Ó‰Ó„‡Ù‡. èÓ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌË˛, Á‡ ËÌÚÂ‚‡Î ‚ÂÏÂÌË dt Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ L ÔÂÂÏÂ˘‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸
ÎÛ˜‡ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ c0dt. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ÒÏÂ˘ÂÌËÂ dx ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË x ‡‚Ìfl-
ÂÚÒfl

dx = cadt, (8.80)

„‰Â ca – Í‡ÊÛ˘‡Òfl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË x.
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡ÍÎÓÌ ÍË‚ÓÈ t = t(x) Ó·‡ÚÌÓ ÔÓÔÓˆËÓÌ‡ÎÂÌ ca:

dt/dx = 1/ca. (8.81)

àÁ ËÒ. 8.10, á ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

c0dt = cadt sin θ0

ËÎË
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ca = c0/sin θ0, (8.82)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl θ ‚ ÚÓ˜Í‡ı, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı ÓÒË x, ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û„ÎÓÏ
‚˚ıÓ‰‡ θ0.

 ëÓ„Î‡ÒÌÓ (8.68) Í‡ÊÛ˘‡flÒfl ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl ÒÍÓÓÒÚË ‚ ÚÓ˜ÍÂ ÔÓ‚ÓÓ-
Ú‡ ÎÛ˜‡, Ú.Â.

ca = ct

ËÎË

dt/dx = 1/ct. (8.83)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ, Ì‡ÍÎÓÌ „Ó‰Ó„‡Ù‡ Ò ÓÒÚÓÏ x
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. ëÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.83) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓˆÂÌËÚ¸ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Ì‡ ‡ÁÎË˜Ì˚ı „ÎÛ·ËÌ‡ı, ÍÓÚÓ˚Â, Ó‰Ì‡ÍÓ, ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË.

êËÒ. 8. 10.  ç‡ÍÎÓÌ „Ó‰Ó„‡Ù‡ (a); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ  ̊ (8.82) (á); ÛÒÚÓÂÌËÂ „Ó‰Ó-
„‡Ù‡ (â); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÁÓÌÂ ÚÂÌË (ã)
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ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, Ï˚ ÌÂ ÁÌ‡ÂÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ z ÚÓ˜ÍË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‚˚˜ËÒÎflÂÏ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÒÍÓÓÒÚË.

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒÂ‰Â ËÏÂÂÚÒfl ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜Ì‡fl ÁÓÌ‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·˚ÒÚÓ. ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÚË „ÛÔÔ˚ ÎÛ˜ÂÈ, ‡ÁÎË˜‡˛˘ËıÒfl Ò‚ÓËÏ
ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂÏ. ÉÓ‰Ó„‡Ù˚ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÏÂ˛Ú ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌÛ˛ ÙÓÏÛ Ë ÔÓ‰-
‡Á‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ì‡ ÚË ‚ÂÚ‚Ë ( ËÒ. 8. 10, â). é‰Ì‡ ËÁ ÌË ı, ab, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÎÛ-
˜‡Ï, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Ï ‚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÂ‰Â. äÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ x ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ˝ÚËı
ÎÛ˜ÂÈ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ Û„Î‡ θ0. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË x Ì‡ÍÎÓÌ
ÍË‚ÓÈ ab ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÏÂÌ¸¯Â. ùÚÓ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ‚ÂÚ‚¸ „Ó‰Ó„‡Ù‡, ÍÓÚÓ‡fl
Ì‡·Î˛‰‡Î‡Ò¸ Ë ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔËÏÂÂ. èÓıÓÊÂÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl Û ‚ÚÓÓÈ
‚ÂÚ‚Ë, cd, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘ÂÈ ÎÛ˜Â‚˚Â Ú‡ÂÍÚÓËË, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â ‚ ÌËÊÌÂÈ
˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚. à, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÚÂÚ¸fl ‚ÂÚ‚¸, cb, ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÎÛ˜‡Ï, ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓ-
Ú‡ ÍÓÚÓ˚ı Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÈ ÁÓÌÂ, „‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ ·˚ÒÚÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡-
ÂÚ Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ ÚÓ˜ÍË ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÎÛ˜ÂÈ Ò ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯ËÏË
Û„Î‡ÏË ‚˚ıÓ‰‡ θ0, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ·ÎËÊÂ Í ÓÒË z. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Ì‡ÍÎÓÌ ‚ÂÚ‚Ë
cb Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ x. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ï˚ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ
ÛÚÓÂÌËÂ „Ó‰Ó„‡Ù‡.

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ

0 < x < a

ÚÓÎ¸ÍÓ ÎÛ˜Ë ÔÂ‚ÓÈ „ÛÔÔ˚ ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÓÒ¸ x. Ç Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ËÌÚÂ‚‡Î‡

c < x < b

ÔËıÓ‰flÚ ÎÛ˜Ë ‚ÒÂı ÚÂı „ÛÔÔ, ıÓÚfl ˝ÚÓ Ë ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔË
‡ÁÎË˜Ì˚ı ‚ÂÏÂÌ‡ı t.

ç‡ÍÓÌÂˆ, ÂÒÎË

b < x < d,

ÚÓ ÓÒ¸ x ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÚÓÎ¸ÍÓ ÎÛ˜Ë, ËÏÂ˛˘ËÂ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ‚ ÌËÊÌÂÈ      
ÒÂ‰Â.

ê‡ÌÂÂ Ï˚ ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ ÂÒÎË ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ ‚ ÌËÊ-
ÌÂÈ Ë ‚ÂıÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚, ‡ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÈ ÁÓÌÂ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl, ÚÓ ‚ÓÁÌË-
Í‡ÂÚ ÁÓÌ‡ ÚÂÌË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â „Ó‰Ó„‡Ù ËÏÂÂÚ ‡Á˚‚, Ë, ÍÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‚ÓÁÌË-
Í‡ÂÚ ‰‚Â ÌÓ‚˚ı ‚ÂÚ‚Ë „Ó‰Ó„‡Ù‡ (ËÒ. 8.10, ã).

àÌÚÂ‚‡Î ÍË‚ÓÈ ab ‚˚Á‚‡Ì Ó·˚˜ÌÓÈ ÎÛ˜Â‚ÓÈ Í‡ÚËÌÓÈ, Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÈ ‚
‚ÂıÌÂÈ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚. àÌÚÂ‚‡Î bd fl‚ÎflÂÚÒfl ÁÓÌÓÈ ÚÂÌË. Ö„Ó ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ Ò‚flÁ‡-
ÌÓ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ÒÍÓÓÒÚË ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÈ ÁÓÌÂ. ó‡ÒÚ¸ ÍË‚ÓÈ de Ú‡ÍÊÂ
‰ÂÏÓÌÒÚËÛÂÚ ÌÓÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÎÛ˜Â‚Û˛ Í‡ÚËÌÛ, ‰Îfl ÍÓÚÓÓÈ Ì‡ÍÎÓÌ ÍË‚ÓÈ
ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔË Û‚ÂÎË˜ÂÌËË ‡ÒÒÚÓflÌËfl x. ùÚ‡ ˜‡ÒÚ¸ „Ó‰Ó„‡Ù‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ
ÎÛ˜Ë ÔÓıÓ‰fl˘ËÂ ˜ÂÂÁ ·ÓÎÂÂ „ÎÛ·ÓÍËÂ ˜‡ÒÚË ÒÂ‰˚. èÓÏËÏÓ ˝ÚÓ„Ó, ËÏÂÂÚÒfl
‚ÂÚ‚¸ dc Ò ‰Û„ËÏ Ì‡ÍÎÓÌÓÏ, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÏÒfl Ì‡ÎË˜ËÂÏ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÈ
ÁÓÌ˚. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÙÛÌÍˆËfl t(x) fl‚ÎflÂÚÒfl
ÏÌÓ„ÓÁÌ‡˜ÌÓÈ.

ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸, Ì‡ÍÎÓÌ „Ó‰Ó„‡Ù‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl
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ÒÍÓÓÒÚË, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ô‡‡ÏÂÚ p ÎÛ˜‡, ÔË¯Â‰¯Â„Ó ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ x.
ç‡fl‰Û Ò ˝ÚËÏ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËfl τ(p):

    
τ( ) ,( )

( )
p t xp dzp c z

c z

z

= − = −
∫

1 2 2

0

ÔÓÍ‡Á‡ÌÌ‡fl Ì‡ ËÒ. 8.11, ·á, â. ùÚ‡ ÙÛÌÍˆËfl ËÌÓ„‰‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ‰Îfl ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚË c(z).

8.3. èéÇÖÑÖçàÖ ãìóÖâ Ç ëêÖÑÖ,
ÉÑÖ ëäéêéëíú áÄÇàëàí éí éÑçéâ äééêÑàçÄíõ R

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÔÂ¸ ÔËÏÂ, ÍÓÚÓ˚È ËÌÚÂÂÒÂÌ Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl „ÎÓ·‡Î¸-
ÌÓÈ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ n Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËfl r ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (ËÒ. 8.11, ã), Ú.Â. ‚ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú

n = n(r). (8.84)

èÓÍ‡ÊÂÏ, ÔÂÊ‰Â ‚ÒÂ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÎÛ˜Ë ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. Ç‚Â‰ÂÏ
‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ

M = r × ns0,

ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚È ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚ÂÍÚÓ˚ r Ë s0.

êËÒ. 8.11.  éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË  τ (a); τ Í‡Í ÙÛÌÍˆËfl p, ÍÓ„‰‡ ds/dz > 0 (á); ÙÛÌÍˆËfl τ
(p) ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ÌËÁÍÓÒÍÓÓÒÚÌÓ„Ó ÒÎÓ fl (â); ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ
ÒÍÓÓÒÚË („); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ ÅÛ„Â (ä); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (8.89) (å)
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èÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚ÂÍÚÓ‡ M ÔÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ s ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

      
d

ds

d

ds

d

ds

d

ds
n n nM rr s s r s= × = × + ×( ) ( ).0 0 0 (8.85)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (8.15) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

      
d

ds

d

ds
n n n( ) .r s s rr× = × + ×0 0 grad

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

      
d

ds

r s= 0  Ë 
      
gradn n

r
= ∂

∂
r0

Ó·‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı  ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (8.85) ËÒ˜ÂÁ‡˛Ú Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

      
d

ds
n( ) ,r s× =0 0

Ú.Â.

r × ns0 = const. (8.86)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ M ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ‚‰ÓÎ¸
ÎÛ˜‡, Ú.Â. Í‡Ê‰˚È ÎÛ˜ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ
ÔÓÎÓÊÂÌËfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

ì ÎÛ˜ÂÈ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÒÂ‰Â ËÏÂÂÚÒfl Â˘Â Ó‰ÌÓ ËÌÚÂÂÒÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó.
ëÓ„Î‡ÒÌÓ (8.86),

nr sin ϕ = const, (8.87)

 „‰Â ϕ – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓÓÏ r Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ s0

( ËÒ. 8.11, ä).
ùÚÓ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

nd = const (8.88)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ ÅÛ„Â. á‰ÂÒ¸ d – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ
Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰Ó Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ p Ì‡ ÎÛ˜Â. ùÚÓÚ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÙÓÏ‡ Î˛·Ó„Ó ÎÛ˜‡ Ú‡ÍÓ‚‡, ˜ÚÓ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÂ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ Í ÎÛ˜Û ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌ-
Ì˚Ï. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÎÛ˜ ÎÂÊËÚ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Â„Ó ÚÓ˜ÂÍ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸ ‰‚ÛÏfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË, r Ë ϕ (ËÒ. 8.11·). Ç˚‡ÁËÏ Û„ÓÎ ϕ ˜ÂÂÁ
˝ÚË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚. àÁ ËÒ. 8.11, ä ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

ds2 = (r dθ)2 + (dr)2

Ë

    
sin .ϕ

θ
=

r d

ds
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

    
sin .( )

( ) ( / )
ϕ

θ

θ

θ

θ θ
= =

+ +

r d

dr r d

r

r dr d2 2 2 2 2 2
(8.89)

àÁ ÙÓÏÛÎ˚ (8.87) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    

nr

r dr d
C

2

2 2 2( ) ( / )θ θ+
=

ËÎË

    

d

dr

C

r n r C

θ =
−

1
2 2 2

, (8.90)

„‰Â C – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.
àÌÚÂ„ËÛfl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ, Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ ÎÛ˜‡ ‚ ÒÂ-

‰Â, „‰Â n = n(r):

    
θ = ∫

−
C

r n r C

1 1
2 2 2

(8.91)

ä‡Ê‰˚È ÎÛ˜ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÓÈ C, Ë Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

nr > C

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ë ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ Ì‡ ÒÙÂÂ
‡‰ËÛÒ‡ R0, ‡ Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ˆÂÌÚÓÏ ˝ÚÓÈ ÒÙÂ˚. íÓ„‰‡ Ì‡-
·Î˛‰‡ÂÏÓÂ ‚ÂÏfl ÔÓ·Â„‡ ‚ÓÎÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı
Û‡‚ÌÂÌË˛ (8.67):

    

t R c

R c p

dR

R
R

R

=
−

∫2
2

2 2

0

( / )

( / )
min

Ë

    

∆ =
−

∫2
2 2

0

p dR

R R c pR

R

( / )
min

,

„‰Â

    
p R i R

c R
= sin ( )

( )

fl‚ÎflÂÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ÎÛ˜‡; i – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û Ú‡ÂÍÚÓËÂÈ ÎÛ˜‡ Ë ‡‰Ë‡Î¸Ì˚Ï
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ËÁ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, Rmin – ‡‰Ë‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ‰Ó Ò‡ÏÓÈ
„ÎÛ·ÓÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÎÛ˜‡, Ë, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ∆ – Û„ÎÓ‚ÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ
Ë ÚÓ˜ÍÓÈ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl.
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8.4. ãìóà ÇÅãàáà ÇçìíêÖççàï ÉêÄçàñ
êÄáÑÖãÄ ëêÖÑõ

å˚ ÓÔËÒ‡ÎË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÒÂ‰‡ı, ÍÓÚÓ˚Â ı‡‡ÍÚÂËÁÓ‚‡ÎËÒ¸
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÒÍÓÓÒÚË c(z) Ë c(r). Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ Ó·ÒÛ-
‰ËÏ, Í‡Í ÔÓ‚Ó‰ËÚ¸ ÎÛ˜Ë, ÂÒÎË ÒÂ‰‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ı Ó·Î‡ÒÚÂÈ, ‡Á‰Â-
ÎÂÌÌ˚ı ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ „‡ÌËˆÂÈ, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸ c ÚÂÔËÚ ‡Á˚‚ (ËÒ.
8.12, à). é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ì‡ Ú‡ÍÓÈ „‡ÌËˆÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚ-
Òfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ÌÂÏ ÚÂ·ÛÂÚÒfl, ˜ÚÓ·˚ ÒÍÓÓÒÚ¸ c ·˚Î‡ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˜ÚÓ·˚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ˝ÚÛ ÚÛ‰ÌÓÒÚ¸, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡Ú¸ Í‡ÍËÂ-ÚÓ ‰Û„ËÂ ÔÓ‰ıÓ‰˚.

Ç Â‡Î¸ÌÓÈ ÒËÚÛ‡ˆËË ÏÂÊ‰Û Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË ˜‡ÒÚflÏË ÒÂ‰˚ ÏÓ„ÛÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó-
‚‡Ú¸ ÚÓÌÍËÂ ÔÂÂıÓ‰Ì˚Â ÁÓÌ˚, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÒÍÓÓÒÚ¸ ·˚ÒÚÓ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ (ËÒ.
8.12, á), ÓÒÚ‡‚‡flÒ¸ ‚Ò˛‰Û ÌÂÔ Â˚‚ÌÓÈ. ê‡ÌÂÂ · ̊ ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ÌÛÚË
Ú‡ÍËı ÁÓÌ Ô‡‰‡˛˘ËÈ ÎÛ˜ (1) ÏÓÊÂÚ ÎË·Ó ‚ÓÁ‚‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ‚ÂıÌ˛˛ ÒÂ‰Û (‚
˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Û ÎÛ˜‡ ÂÒÚ¸ ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡), ÎË·Ó ÔÓÌËÍ‡Ú¸ ‚ ÌËÊÌ˛˛ ÒÂ‰Û
(2), ËÁÏÂÌflfl ÔË ˝ÚÓÏ Ò‚ÓÂ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ (ËÒ. 8.12, á). àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡-
Î‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ÎÛ˜ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ‚ÂÒÚË ÒÂ·fl Ò‡ÁÛ ‰‚ÛÏfl ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË ‚
Ó‰ÌÓÈ Ë ÚÓÈ ÊÂ ÚÓ˜ÍÂ. ùÚÓÚ ‚˚‚Ó‰ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ
‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ λ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÔÂÂıÓ‰ÌÓÈ ÁÓÌ˚ ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ÏÂÌ¸¯Â ÂÂ ÚÓÎ˘ËÌ˚
h, Ú.Â. λ << h, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚‡Ë‡ˆËË ÒÍÓÓÒÚË Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËflı ÔÓfl‰Í‡   
λ Ï‡Î˚. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‚ÓÎÌ˚ Ú‡ÍÓ„Ó ˜‡ÒÚÓÚÌÓ„Ó ÒÔÂ-
ÍÚ‡, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ Ó·˚˜ÌÓ ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ h Ì‡ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÔÓfl‰-
ÍÓ‚:

λ >>  h.

Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÚÓÌÍËÈ ÔÂÂıÓ‰Ì˚È ÒÎÓÈ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡Á˚‚‡
ÒÍÓÓÒÚË ( ËÒ. 8. 12, â). Ç „Î‡‚Â 3 Ï ̊  ‡ÒÒÏÓÚÂÎË ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚
‚‰ÓÎ¸ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÔÛÊËÌ˚, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚËˆ ·˚Î‡ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡
„‡ÌËˆÂ. Å˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍË, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ Ì‡ Ú‡ÍÓÈ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ
„‡ÌËˆÂ, ÔË‚Ó‰flÚ Í ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı Ë ÔÓıÓ‰fl˘Ëı ‚ÓÎÌ. å˚ ·Û‰ÂÏ
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ˝ÚÓÚ ÓÒÌÓ‚ÓÔÓÎ‡„‡˛˘ËÈ Ù‡ÍÚ ‚ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡
Ô‡‰‡˛˘ËÈ ÎÛ˜ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S (ËÒ.
8.12, ã).

êËÒ. 8. 12.  äÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡fl ÒÂ‰‡ (a); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÎÛ˜‡ ‚ Ô ËÒÛÚÒÚ‚ËË ÚÓÌÍÓ„Ó ÒÎÓ fl
(á); „‡ÌËˆ‡ ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÂÊ‰Û ÒÂ‰‡ÏË Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË (â)
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èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÂ‰‡ ‚˚¯Â Ë ÌËÊÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S Ó‰ÌÓÓ‰Ì‡, ÎÛ˜Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl
ÔflÏ˚ÏË, Ë Ì‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÓÚ‡-
ÊÂÌÌÓ„Ó Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ ‚·ÎËÁË ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. ì˜ËÚ˚‚‡fl ‚‡Ê-
ÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓÈ ÔÓ·ÎÂÏ˚, Ï˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ÂÂ Â-
¯ÂÌËfl, ÌÓ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ.

éíêÄÜÖççõÖ ãìóà à èêàçñàè îÖêåÄ

èË ËÁÛ˜ÂÌËË ÓÚ‡ÊÂÌËfl ÎÛ˜ÂÈ Ï˚ ·Û‰ÂÏ ËÒıÓ‰ËÚ¸ ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ îÂÏ‡,
ıÓÚfl ˝ÚÓÚ ÔËÌˆËÔ Ë ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ËÌÚÂ„‡Î‡ ã‡„‡ÌÊ‡, ÍÓÚÓ˚È, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜Â-
Â‰¸, ·˚Î ÔÓÎÛ˜ÂÌ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ÔËÌˆËÔ îÂÏ‡
„Î‡ÒËÚ, ˜ÚÓ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡

    

N nds
p

p

= ∫
1

2

(8.92)

ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÚÓ˜Í‡ÏË p1 Ë p2, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ÏË Ì‡ ÎÛ˜Â, ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡, ÂÒÎË
ÔÛÚ¸ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl ‚ (8.92) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ò‡ÏËÏ ÎÛ˜ÓÏ, ‡ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÎÛ˜‡
fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÓÚ‡ÊÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (ËÒ. 8.13,
a). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ ÚÓ˜ÍÂ p1, ‡
p2 – ÚÓ˜Í‡ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ï˚ ËÏÂÂÏ ‰ÂÎÓ Ò ÎÛ˜‡ÏË, ÔÓıÓ‰fl˘ËÏË
˜ÂÂÁ Ó‰ÌÛ Ë ÚÛ ÊÂ ÒÂ‰Û (n = const), ÔËÌˆËÔ îÂÏ‡ ‚ ‰‡ÌÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÁÌ‡-
˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÎÛ˜, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘ËÈ ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2, ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ÎËÌÛ. äÓ-
ÌÂ˜ÌÓ, ÎÛ˜ d ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ Í
ÚÓ˜ÍÂ p2, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ˝ÚÓÏÛ ÔËÌˆËÔÛ, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Â„Ó ‰ÎËÌ‡ ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡
( ËÒ. 8.13, a). é‰Ì‡ÍÓ Ì‡¯‡ ˆÂÎ¸ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÎÛ˜, ÍÓ-
ÚÓ˚È ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ p2, ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÚ‡ÁË‚¯ËÒ¸ ÓÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S.
ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó ÎÛ˜‡ ÏÓÊÌÓ Ì‡ËÒÓ‚‡Ú¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ Ú‡ÂÍÚÓËÈ p1gnp2,
„‰Â ÚÓ˜ÍË gn ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÔÎÓÒÍÓÒÚË S (ÌÂÍÓÚÓ˚Â ËÁ Ú‡ÍËı ÚÓ˜ÂÍ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚
Ì‡ ËÒ. 8.13, a).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ îÂÏ‡, ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï ÎÛ˜ÓÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡ Ú‡ÂÍÚÓËfl
ËÁ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡, ÍÓÚÓ‡fl ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ÎËÌÛ. óÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË
˝ÚÓÚ ÎÛ˜, ‚‚Â‰ÂÏ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ p2, fl‚Îfl˛˘Û˛Òfl ÁÂÍ‡Î¸Ì˚Ï ÓÚ‡ÊÂ-
ÌËÂÏ ÚÓ˜ÍË     p2

∗  ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÒÚË S, Ë ‚˚˜ËÒÎËÏ ‰ÎËÌÛ Ú‡ÂÍÚÓËÈ

    p g p1 1 2
∗ ,     p Op1 2

∗  Ë     p g p2 2 2
∗ , (8.93)

ÔÓÍ‡Á‡ÌÌ˚ı Ì‡ ËÒ. 8.13, á. íÓ˜Í‡ O ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ ‚˚·‡Ì‡ Ì‡ „ ‡ÌËˆÂ Ú‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ·˚ Ú‡ÂÍÚÓËfl     p Op1 2

∗  ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÎ‡ ÒÓ·ÓÈ ÔflÏÛ˛ ÎËÌË˛. èÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ËÏÂÂÏ

    p a p a2 2= ∗

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
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    p g p1 1 2
∗  = p1g1p2,     p Op1 2

∗  = p1Op2,     p g p1 2 2
∗  = p1g2p2. (8.94)

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÏÂÒÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËÈ p1gnp2 Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÓˆÂÌË‚‡Ú¸ ‰ÎËÌÛ ÎË-
ÌËÈ     p g pn1 2

∗ . àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Í‡Ê‰‡fl ËÁ ÒÚÓÓÌ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ‡ ÏÂÌ¸¯Â ÒÛÏÏ˚

‰‚Ûı ‰Û„Ëı. ç‡ÔËÏÂ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ     p Op1 2
∗g2p1, ÔËıÓ‰ËÏ Í

‚˚‚Ó‰Û, ˜ÚÓ

    p Op1 2
∗  <     p g2 2

∗  + g2p1.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚ (8.94) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

p1gnp2 >     p Op1 2
∗  = p1Op2,

êËÒ. 8. 13.  èflÏ˚Â Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Â ÎÛ˜Ë (a); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ  ̊ (8.94) (á); Á‡ÍÓÌ
ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ (‚); ÙËÍÚË‚Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ (ã)



411

Ú.Â. ÔÛÚ¸     p Op1 2
∗  fl‚ÎflÂÚÒfl Í‡Ú˜‡È¯ËÏ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÓÌ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÎÛ˜,

Ô‡‰‡˛˘ËÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸, ÓÚ‡Ê‡˛˘ËÈÒfl ÓÚ ÌÂÂ Ë Á‡ÚÂÏ ÔËıÓ‰fl˘ËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÛ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p2. ä‡Í ˝ÚÓ ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 8.13, á, ÚÓ˜ÍÛ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸
‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÓÔÛÒÚËÏ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl ËÁ ÚÓ˜ÍË Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ì‡
„‡ÌËˆÛ ‡Á‰ÂÎ‡ Ë ÓÚÏÂÚËÏ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÁÂÍ‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·‡Á‡ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍË     p2

∗ .

á‡ÚÂÏ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË O Á‡‰‡ÂÚÒfl Í‡Í ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÔflÏÓÈ     p p1 2
∗  Ò ÔÎÓÒÍÓ-

ÒÚ¸˛ S. Ç Ì‡¯Ëı ÔÓÒÚÓÂÌËflı Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ô‡‰‡˛˘ËÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌ-
Ì˚È ÎÛ˜Ë ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË, Ë Ëı ‚Á‡ËÏÌÓÂ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÁÓ·‡ÊÂ-
ÌÓ Ì‡ ËÒ. 8.13, â. Ç‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ‰‚‡ Û„Î‡ θi Ë θr, ÍÓÚÓ˚Â ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ô‡‰‡-
˛˘ËÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜Ë Ò ÌÓÏ‡Î¸˛ Í „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰. é˜Â‚Ë‰-
ÌÓ, ˜ÚÓ

O a = Op2 sin θr = O    p2
∗ sin θi.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

O p2 = O    p2
∗ ,

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

sin θi = sin θr  ËÎË  θi = θr. (8.95)

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡. ëÓ„Î‡ÒÌÓ
˝ÚÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ, Ô‡‰‡˛˘ËÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜Ë ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Ò ÌÓÏ‡Î¸˛ Í „‡-
ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ Ó‰ËÌ Ë ÚÓÚ ÊÂ Û„ÓÎ.

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÍÓ„‰‡ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÓÏ‡ÎË Í
ÔÎÓÒÍÓÒÚË S, Ô‡‰‡˛˘ËÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜Ë ËÏÂ˛Ú ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Â Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËfl: θi = θr = 0. ë Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ Û„Î‡ θi Û„ÓÎ ÓÚ‡ÊÂÌËfl θr ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
·ÓÎ¸¯Â Ë, ‚ ÍÓÌˆÂ ÍÓÌˆÓ‚, ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl π/2.

éÚ‡ÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ „‡ÌËˆ˚, Ë ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰Â-
ÎËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡, Û‰Ó·ÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÚ¸ ÁÂÍ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚ‡ÊÂ-
ÌËÂ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡:     p1

∗  (ËÒ. 8.13, ã). èÓ‚Ó‰fl Ô flÏÛ˛     p p1 2
∗ , Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÓÚ‡-

ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜ Op2. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 8.13, ã, ‰Îfl Û„ÎÓ‚ ‚˚-
ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡:

∠pp1O = θi,      ∠
∗pp1O = θr

Ë

pO = pp1 tan θi =     pp1
∗ tan θr.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

pp1 =     pp1
∗ ,

Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Á‡ÍÓÌ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡:

θi = θr.
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ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ Ú‡ÂÍÚÓËfl     p Op1 2
∗ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔflÏÓÈ, ‡ ‡ÒÒÚÓflÌËfl p1Op2 Ë

    p Op1 2
∗  ‡‚Ì˚ ‰Û„ ‰Û„Û, Ï˚ ÏÓÊÂÏ Ï˚ÒÎÂÌÌÓ ‡ÒÔÓÎÓÊËÚ¸ ËÒÚÓ˜ÌËÍ ‚

ÚÓ˜ÍÂ     p1
∗  Ë ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸ ˝ÚÛ ÚÓ˜ÍÛ Í‡Í ÙËÍÚË‚Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÓÚ‡ÊÂÌ-

ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (ËÒ. 8.14‡). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÙÓÌÚ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚-
ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ˜‡ÒÚ¸ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ     p1

∗ .
ê‡‰ËÛÒ ˝ÚÓÈ ÒÙÂ˚ ‡‚ÌflÂÚÒfl

    p p1 2
∗  = c1t, (8.96)

„‰Â t – ‚ÂÏfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ‚‰ÓÎ¸
ÎÛ˜‡ p1Op2, ‡ Ò‡ÏÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (8.96) fl‚ÎflÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÈ ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒËÎÛ ÓÒÂ‚ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂÏ ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓ-
ÒÚË Ò ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ S fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ‡‰ËÛÒ‡ pg (ËÒ. 8.14, a).

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÂ‰Â ËÏÂÂÚÒfl ‰‚Â ÒÙÂË˜ÂÒÍËÂ ‚ÓÎÌ˚, ‡ ËÏÂÌ-
ÌÓ, ÔflÏ‡fl ‚ÓÎÌ‡ Ò ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p1 Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡. î‡ÁÓ‚˚Â
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ËÏÂ˛Ú Ó·˘ËÈ ˆÂÌÚ ‚ ÚÓ˜ÍÂ     p1

∗ , Í‡Í ÂÒÎË ·˚ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ıÓ‰ËÎÒfl ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. äÓÌÂ˜ÌÓ, Ó·Â ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl Ò
Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c1. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚Ò˛‰Û ‚˚¯Â „‡ÌËˆ˚

p1p2 <     p p1 2
∗

ÙÓÌÚ ÔflÏÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ Î˛·ÓÈ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ Ì‡ ·ÓÎ¸¯ÂÏ ‡Ò-
ÒÚÓflÌËË ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡, ˜ÂÏ ÙÓÌÚ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. é‰Ì‡ÍÓ ‚ ÚÓ˜Í‡ı,
Ô ËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ë ı ÔÎÓÒÍÓÒÚË S (ËÒ. 8.14, a),

p1g =     p1
∗g

Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ Í‡Ê‰˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË Ó·‡ ÙÓÌÚ‡ ËÏÂ˛Ú Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ
g, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÍÓÚÓÓÈ ÏÂÌflÂÚÒfl ‚Ó ‚ÂÏÂÌË.

êËÒ. 8. 14.  èflÏÓÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜Ë (à); ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË N(x) (á); ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl
ÙÓÏÛÎ (8.100) Ë (8.101) (â)
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ÑÎfl ËÎÎ˛ÒÚ‡ˆËË ÒÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÚÂÌˆË‡Î Ô‡‰‡˛˘ÂÈ
‚ÓÎÌ˚ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒËÌÛÒÓË‰‡Î¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ÂÏÂÌË:

    
U ti

r

f

dA

r

r

c
= −







sin .ω
1

íÓ„‰‡ ‰Îfl ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ËÏÂÂÏ

    
U tr

r

f

fA

r

r

c
= −









sinω
1

Ë Ù‡Á˚ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ 
    
ω

r

c
d

1

 Ë 
    
ω

r

c

f

1

, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚Â ‰ÎËÌ‡ÏË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı

ÎÛ˜ÂÈ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡.
ê‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Û„ÎÓ‚ (8.95) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â

    

sin sin
,

θ θi r

c c1 1

= (8.97)

˜ÚÓ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Á‡ÍÓÌÓÏ ëÌÂÎÎËÛÒ‡, ‚˚‚Â‰ÂÌÌ˚Ï ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ‰Îfl
ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ÒÍÓÓÒÚ¸ c fl‚ÎflÎ‡Ò¸ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓÏ
ÒÎÓÂ (ËÒ. 8.7, ã). é‰Ì‡ÍÓ ˝ÚÓ ÒÓ‚Ô‡‰ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ, ÂÒÎË c2 > c1. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, Í‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÌÂÂ, ÂÒÎË ‚ÌÛÚË ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Ô‡‰‡ÂÚ (c2 < c1), ÚÓ Û ÎÛ˜‡ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡. Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ
˝ÚÓ„Ó, ‚ ÒÎÛ˜‡Â „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ÌÂ
‰ÂÈÒÚ‚ÛÂÚ, ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ÚÓ„Ó, Í‡Í ÒÓÓÚÌÓÒflÚÒfl
ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË c1 Ë c2.

èêàçñàè îÖêåÄ à èêÖãéåãÖççõÖ Çéãçõ

Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ï˚ ÓÔË¯ÂÏ ÔÂÎÓÏÎÂÌËÂ ÎÛ˜ÂÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÈ „‡ÌËˆÂ ‡Á-
‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰. ä‡Í Ë ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚ‡ÊÂÌËfl, ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ·ÂÒÍÓÌÂ˜-
ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÛÚÂÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2. é‰Ì‡ÍÓ ÚÓÎ¸ÍÓ
Ó‰ËÌ ËÁ ÌËı fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Ï ÎÛ˜ÓÏ, ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl
˝ÌÂ„Ëfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl Ë, ÔÂÂÒÂÍ‡fl „‡ÌËˆÛ ‡Á‰ÂÎ‡, ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÚÓ˜ÍË Ì‡-
·Î˛‰ÂÌËfl. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ îÂÏ‡ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ N ÎÛ˜‡, Á‡‰‡‚‡ÂÏ‡fl
‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (8.92), fl‚ÎflÂÚÒfl ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı ÔÛÚÂÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı
ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÙÛÌÍˆËfl N(x), „‰Â x – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ÚÓ˜ÍË Ì‡
„‡ÌËˆÂ, ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏÛÏ. ùÚÓÚ ÏËÌËÏÛÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÚÓ˜ÍÛ, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Ô‡‰‡-
˛˘ËÈ ÎÛ˜ ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ „‡ÌËˆÛ Ë ‰‡ÎÂÂ Ì‡Ô‡‚ÎflÂÚÒfl Í ÚÓ˜ÍÂ p2. óÚÓ·˚ ÓÔÂ-
‰ÂÎËÚ¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÛÌÍˆËË N(x) ‚ ÓÍ-
ÂÒÚÌÓÒÚË ÛÍ‡Á‡ÌÌÓ„Ó ÏËÌËÏÛÏ‡ (Ú.Â. ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl x = x0). èÓ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ÔÂ‚‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛:

    
∂

∂

N

x
= 0, ÂÒÎË x = x0,
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Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÏËÌËÏÛÏ‡ ËÏÂÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰
( ËÒ. 8.14, á):

    
N x N x

N x

x

x( ) ( ) ...,
( )

≈ + +0

2
0

2

2

2

∂

∂

∆ (8.98)

„‰Â ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ∆x = x – x0 Ó˜ÂÌ¸ Ï‡ÎÓ.
èÂÌÂ·Â„‡fl ‚ÚÓ˚Ï Ë ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË fl‰‡ íÂÈÎÓ‡, ÏÓÊÌÓ

ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Ï‡Î˚Â ‚‡Ë‡ˆËË x ÌÂ ÔË‚Ó‰flÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ ‰ÎËÌ˚ Ú‡ÂÍÚÓËÈ
‚·ÎËÁË ÎÛ˜‡:

N(x) = const, ÂÒÎË x ≈ x0. (8.99)

ì˜ËÚ˚‚‡fl ˝ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÛÚ¸ p1Op2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜ÓÏ, Ë Ò‡‚-
ÌËÏ Â„Ó ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÛ˛ ‰ÎËÌÛ Ò ‰ÎËÌÓÈ ÔÛÚË p1O1p2 , ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ ÓÍÂ-
ÒÚÌÓÒÚË ÎÛ˜‡. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

p1O1 > p1O,

óÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ÏÂÊ‰Û ˝ÚËÏË ÔÛÚflÏË, Ì‡ËÒÛÂÏ ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ ‡-
‰ËÛÒ‡ p1O Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p1. íÓ„‰‡

f O1 = p1O1 – p1O.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰Û„‡ Of Ï‡Î‡, ÂÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸ ÔflÏÓÈ ÎËÌËÂÈ, Ë ‚ ˝ÚÓÏ ÔË-
·ÎËÊÂÌËË Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ OfO1, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌ˚È Ì‡ ËÒ. 8.14, â. èÓ-
ÒÍÓÎ¸ÍÛ ÒÚÓÓÌ˚ p1O Ë Ol ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ Of Ë OO1, Ï˚
Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ Û„ÓÎ O1Of ‡‚ÂÌ Û„ÎÛ Ô‡‰ÂÌËfl θi, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÁÌÓÒÚ¸
‰ÎËÌ fO1 ‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

f O1 = ∆x sin θi. (8.100)

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ Ï˚ ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡ Op2 ·ÓÎ¸-
¯Â ‰ÎËÌ˚ ÔÛÚË O1p2 Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Od, ‡‚ÌÛ˛

Od= ∆x sin θ2, (8.101)

„‰Â θ2 – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Ï ÎÛ˜ÓÏ Ë ÌÓÏ‡Î¸˛ Í „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡.
C‡‚ÌÂÌËÂ ÔÛÚÂÈ p1Op2 Ë p1O1p2 ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚‡Ë‡ˆËfl ∆x ÔË‚Ó‰ËÚ Í

Û‚ÂÎË˜ÂÌË˛ ‰ÎËÌ˚ ÔÛÚË ‚ ÔÂ‚ÓÈ ÒÂ‰Â Ë Í ÛÏÂÌ¸¯ÂÌË˛ ‰ÎËÌ˚ ÔÛÚË ÌËÊÂ
„‡ÌËˆ˚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÎÌÓÂ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‰ÎËÌ˚ ÔÛÚË ‚·ÎËÁË ÎÛ˜‡ ‰ÓÎÊÌÓ
·˚Ú¸ ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡Î˚Ï, ÚÓ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (8.100) – (8.101), Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

n1f O1 = n2Od

ËÎË

n1 sin θi = n2 sin θ2, (8.102)

„‰Â

n1 = k1/k0, n2 = k2/k0.

Ç Ì‡¯ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â



415

n1 = 1 Ë n2 = k2/k1 = c1/c2

Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (8.102) Á‡ÔË¯ÂÚÒfl Í‡Í

    

sin sin
.

θ θi

c c1

2

2

= (8.103)

Ñ‡ÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡, ÍÓÚÓ˚È ÔÓÁ-
‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓ„Ó ÎÛ˜‡.

èÓ‰ıÓ‰, ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÔË ‚˚‚Ó‰Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.103) ÏÓÊÌÓ ÔËÏÂÌËÚ¸
Ú‡ÍÊÂ ‰Îfl Á‡ÍÓÌ‡ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÓÚ‡ÊÂÌËfl. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl ÔÂÎÓÏÎÂÌ-
Ì˚Â ÎÛ˜Ë, Û‰Ó·ÌÓ ‡ÁÎË˜‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ‰‚‡ ÒÎÛ˜‡fl:

1) c2 < c 1 Ë 2) c2 > c 1.

ëãìóÄâ 1: c2 < c1

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (8.103) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
sin sin sinθ θ θ2

2

1

= <
c

c
i i (8.104)

Ë Û„ÓÎ θ2 ÏÂÊ‰Û ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Ï ÎÛ˜ÓÏ Ë ÌÓÏ‡Î¸˛ Í „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÂÌ¸-
¯Â Û„Î‡ Ô‡‰ÂÌËfl θi:

θ2 < θi (8.105)

‚Ò˛‰Û, Á‡ ËÒÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ  ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ θi = 0, Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ

θ2 = 0,

Ú.Â. ÍÓ„‰‡ Ô‡‰‡˛˘ËÈ Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚È ÎÛ˜Ë ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰Â-
Î‡ (ËÒ. 8.15, à).

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ò Û‚ÂÎË˜ÂÌËÂÏ θi Û„ÓÎ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl Ú‡ÍÊÂ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ë
‚ ÔÂ‰ÂÎÂ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ‚ÂÎË˜ËÌÂ

    
θ θ π

2
1 2

1 2

max sin sin .=






 <

− c

c
i

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Û„ÓÎ θ2 ‚ ‡ÁÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı „‡ÌËˆ˚ ËÏÂÂÚ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl,
ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Á‡‰‡Ú¸Òfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ ‚ÓÔÓÒÓÏ. àÏÂ˛Ú ÎË ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÂÎÓÏ-
ÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ ‚ ‚ÂıÌ˛˛ ˜‡ÒÚ¸ ÒÂ‰˚ Ó·˘Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl? Ç ÒËÎÛ ÓÒÂ-
‚ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË, ÂÒÎË Ú‡Í‡fl ÚÓ˜Í‡ O ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ, ÓÌ‡ ‰ÓÎÊÌ‡ ‡ÒÔÓÎ‡„‡Ú¸Òfl Ì‡
ÚÓÈ ÊÂ ÔflÏÓÈ OO1, Ì‡ ÍÓÚÓÓÈ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ËÒÚÓ˜ÌËÍ p1.

ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 8.15, á, „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ x ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸
‰‚ÛÏfl ‡ÁÌ˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË:

x = d tg θi Ë x = L tg θ2,

„‰Â L – ‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÏÂÊ‰Û „‡ÌËˆÂÈ Ë ÚÓ˜ÍÓÈ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓ„Ó
ÎÛ˜‡ Ò ÌÓÏ‡Î¸˛.
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èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰‡ÂÚ

d tg θi = L tg θ2,

ËÎË, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡,

    
L d d

c

c

c

c

c

c

i

i

i

= =
−

−

2

1

2 2

1

2
2

1
2

2

2

1

1

cos

cos

sin

sin
.

θ

θ

θ

θ

èË‚Â‰ÂÌÌÓÂ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË Û„Î‡ θi Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Â ÎÛ˜Ë ÔÂÂÒÂÍ‡˛ÚÒfl ‚ ‡ÁÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı. ùÚÓ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ, ‚
ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ, Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË (ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‚ÌÓ„Ó
˝ÈÍÓÌ‡Î‡) ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏË.

ëÎÛ˜‡È 2: c2 > c1

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÔËÏÂ‡ (c2 < c1), Û„ÓÎ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ‚ ‰‡ÌÌÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ·ÓÎ¸¯Â Û„Î‡ Ô‡‰ÂÌËfl (ËÒ. 8.15,â ). ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ (8.103) ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ

êËÒ. 8.15.  èÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ (Ò2 < Ò1) (‡, ·); ÍËÚË˜ÂÒÍËÈ Û„ÓÎ θÒ (‚); ‡Á-
ÎË˜Ì˚Â ËÌÚÂ‚‡Î˚ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ („)
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sin sin sinθ θ θ2

2

1

= ≥
c

c
i i (8.106)

ËÎË

θ2 > θi

„‰Â ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÏ Ô‡‰ÂÌËË ÎÛ˜‡: θi = 0.
ä‡Í Ë ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ ‚ ‚Âı-

Ì˛˛ ˜‡ÒÚ¸ ÒÂ‰˚ ÔÂÂÒÂÍ‡˛Ú ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl Í ÔÎÓÒÍÓÒÚË S ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı
ÚÓ˜Í‡ı, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ì‡ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ Op1.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı:

c1 > c2 Ë c2 > c1  

Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÌÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÙÂË˜ÂÒÍËÏË.
Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Á‡ÍÓÌÓÏ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Û„Î‡ Ô‡-

‰ÂÌËfl θi, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó

sin θ2 = 1

Ë ˝ÚÓ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

    

sin θ i

c c1 2

1=  ËÎË 
    
sin .θ i

c

c
= <2

1

1 (8.107)

ä‡Í ·˚ÎÓ ÓÚÏÂ˜ÂÌÓ ‡ÌÂÂ, Û„ÓÎ     θ i
c , Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘ËÈ ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÏÛ ‡-

‚ÂÌÒÚ‚Û, Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÍËÚË˜ÂÒÍËÏ Û„ÎÓÏ. èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, Í‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ Û„ÓÎ
Ô‡‰ÂÌËfl ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl   θ i

c , ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚È ÎÛ˜ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï
( ËÒ. 8.15, ã).

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Û„ÓÎ θi ·ÓÎ¸¯Â Û„Î‡   θ i
c :

θi >   θ i
c . (8.108)

àÁ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (8.103) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
sin sin .θ θ2

2

1

1= >
c

c
i (8.109)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰‡ÌÌÓÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ‰Îfl Â‡Î¸Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ Û„Î‡ θ2,
Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ ÌÂ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚ ÚÓ˜Í‡ı,
„‰Â θi >   θ i

c , ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ ÚË ‡ÁÎË˜Ì˚ı

Ó·Î‡ÒÚË. é‰Ì‡ ËÁ ÌËı Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ‚ÌÛÚË ÓÍÛÊÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡ Oc (ËÒ. 8.15, ã):

x < Oc.

èÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ËÂ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ˝ÚÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, Ó·‡ÁÛ˛Ú Ò
ÌÓÏ‡Î¸˛ Í „‡ÌËˆÂ Û„ÓÎ, ÏÂÌ¸¯ËÈ, ˜ÂÏ π/2. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Ù‡ÁÓ‚˚Â
ÔÓ‚Â ıÌÓÒÚË ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Ì‡ ËÒ. 8.15, ã.
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ÇÚÓ‡fl „ÛÔÔ‡ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ ÚÓ˜Í‡ÏË ÓÍ ÛÊÌÓÒÚË ‡-
‰ËÛÒ‡ Oc, „‰Â θi =   θ i

c . Ç Ú‡ÍËı ÚÓ˜Í‡ı ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚Â ÎÛ˜Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡Ò‡-
ÚÂÎ¸Ì˚ÏË Í „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡, Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÈ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÔflÏÓÈ Û„ÓÎ Ò Ù‡ÁÓ-
‚ÓÈ ÔÓ‚Â ıÌÓÒÚ¸˛ (ËÒ. 8.15, ã).

ç‡ÍÓÌÂˆ, ‚Ó ‚ÒÂı ÓÒÚ‡Î¸Ì˚ı ÚÓ˜Í‡ı

x > Oc

ÔÂÎÓÏÎÂÌËÂ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ.
á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÈ.
1. Ç ÒÂ‰Â, „‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ·˚ÒÚÓ ‚ÓÁ‡Ò-

Ú‡ÂÚ (ËÒ. 8.7, â), ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ÎÛ˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÚÂÏ ÊÂ ÛÒÎÓ‚ËÂÏ, ˜ÚÓ Ë
ÚÓ˜Í‡ c (ËÒ. 8.15,ã).

2. éÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ Á‡ ÚÓ˜ÍÓÈ c (c > Oc) Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÓ
ÔË·ÎËÊÂÌÌ˚Ï ı‡‡ÍÚÂÓÏ „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË. íÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ „‡-
ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ˚ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú Ë Ú‡Ï, „‰Â Û„ÓÎ θi ·ÓÎ¸¯Â
Û„Î‡   θ i

c .  é‰Ì‡ÍÓ ÓÌË, Í‡Í Ô‡‚ËÎÓ,  ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸ÌÓ Á‡ÚÛı‡˛Ú ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËË ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ Ë ËÒ˜ÂÁ‡˛Ú ÔË ω → ∞.

3. á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ (8.103) Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ ÎÛ˜‡ ‚ ÒÂ‰Â Ò ÌÂ-
ÔÂ˚‚Ì˚Ï ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ ÒÍÓÓÒÚË c ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÒÚÂÔÂÌË ÔÓıÓÊË ‰Û„ Ì‡
‰Û„‡. ùÚÓ ÓÒÓ·ÂÌÌÓ Á‡ÏÂÚÌÓ, ÍÓ„‰‡ Ï˚ Ò‡‚ÌË‚‡ÂÏ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı
ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÔËÒÛÚÒÚ‚ËË ÚÓÌÍÓ„Ó ÒÎÓfl (ÒÏ. ËÒ. 8.7, â) Ë Ô Ë Ì‡ÎË˜ËË „‡ÌËˆ˚
( ËÒ. 8.15, â) ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ c2 > c1. Ç Ó·ÓËı ÒÎÛ˜‡flı ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛Ú Ó·Î‡ÒÚ¸
ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ ‚Ó ‚ÚÓÓÈ ÒÂ‰Â, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÚÓ˜Í‡ ÔÓ‚ÓÓÚ‡ ËÎË ÚÓ˜Í‡,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÍËÚË˜ÂÒÍÓÏÛ Û„ÎÛ, „‰Â

sin θi = c1/c2,
Ë, Ì‡ÍÓÌÂˆ, ÚÓ˜ÍË ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ë „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡, ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂ-
ÎÓÏÎÂÌÌ˚Â ÎÛ˜Ë ÓÚÒÛÚÒÚ‚Û˛Ú.

4. èË ËÁÛ˜ÂÌËË ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ÎÛ˜ÂÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÈ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰
Ï˚ ‚˚‚ÂÎË Á‡ÍÓÌ˚ ÓÚ‡ÊÂÌËfl Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl

θi = θr, 
    

sin sin
.

θ θi

c c1

2

2

= (8.110)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ˝ÚËÏ Á‡ÍÓÌ‡Ï ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ÔË θ < θc Ó‰-
ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚È ÎÛ˜. Ç ˝ÚÓÏ ÒÓÒÚÓËÚ
ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÒÎÛ˜‡fl, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ.

ãìóà ÉéãéÇçõï Çéãç

íÂÔÂ¸ Ï˚ ÒÌÓ‚‡ Ó·‡ÚËÏ Ì‡¯Â ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Ì‡ ÎÛ˜Ë, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â ‚
‚ÂıÌÂÈ ÒÂ‰Â, ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl ÔË ˝ÚÓÏ, ˜ÚÓ c1 < c2. ä‡Í Ï˚ ÁÌ‡ÂÏ, ‚ ÚÓ˜ÍÛ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl ÔËıÓ‰flÚ ‰‚‡ ÎÛ˜‡, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ÔflÏÓÈ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È. èflÏÓÈ
ÎÛ˜ ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÔÛÚÂÈ, ÒÓÂ‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2, Ë ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı
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Ú‡ÍËı ÔÛÚÂÈ ÓÌ ËÏÂÂÚ ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ‰ÎËÌÛ. éÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜ ı‡‡ÍÚÂËÁÛÂÚÒfl
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÈ ‰ÎËÌÓÈ ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı ÚÂı Ú‡ÂÍÚÓËÈ, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓÚÓ˚ı ËÁÏÂ-
ÌflÂÚÒfl Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡. é·‡ ˝ÚËı ÎÛ˜‡ Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‚ ÔÂ‚ÓÈ ÒÂ‰Â, Ú.Â. ‚Ò˛‰Û
‚‰ÓÎ¸ ˝ÚËı ÎÛ˜ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛ÚÒfl ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c1. éÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl,
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Â˘Â Ó‰ËÌ, ÚÂÚËÈ ÔÛÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÓÚ
ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ Í ÚÓ˜ÍÂ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p2 (ËÒ. 8. 16, à). ê‡ÌÂÂ Ï ̊  ÔÓÍ‡Á‡ÎË, ˜ÚÓ,
ÍÓ„‰‡ Û„ÓÎ Ô‡‰ÂÌËfl θi ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚Ì˚Ï ÍËÚË˜ÂÒÍÓÏÛ Û„ÎÛ   θ i

c , ÔÂÎÓÏÎÂÌ-
Ì˚È ÎÛ˜ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡. ùÚÓ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÂ‰ÔÓÎÓ-
ÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‰‚ËÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ÒÂ‰˚ ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ ‚ÓÎÌÛ
‚ ‚ÂıÌÂÈ ÒÂ‰Â. èÛÚ¸ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÚÂı ÔflÏÓÎËÌÂÈÌ˚ı Û˜‡ÒÚÍÓ‚,
‡ ËÏÂÌÌÓ ËÁ ÓÚÂÁÍÓ‚ p1O1 Ë O2p2, Ì‡ ÍÓÚÓ˚ı ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
‡‚ÌflÂÚÒfl c1, Ë ÔÓÏÂÊÛÚÓ˜ÌÓ„Ó Û˜‡ÒÚÍ‡ O1O2, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ ÌËÊÌÂÈ
ÒÂ‰Â, „‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡‚ÌflÂÚÒfl c2.

äÓÌÂ˜ÌÓ, Ï˚ ÏÓÊÂÏ ‚ÓÓ·‡ÁËÚ¸ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ú‡ÍËı Ú‡ÂÍÚÓ-
ËÈ, Ó‰Ì‡ÍÓ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ îÂÏ‡ ‚ÓÎÌ‡ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl ‚‰ÓÎ¸
ÚÓ„Ó ÔÛÚË, ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ‰ÎËÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡.

èÂÊ‰Â ˜ÂÏ Ï˚ ÔËÒÚÛÔËÏ Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ÔÓÎÓÊÂÌËfl ˝ÚÓ„Ó ÎÛ˜‡, ÒÎÂ‰ÛÂÚ
Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ Ô‡‰‡˛˘ËÂ ÎÛ˜Ë, ÔÂÂÒÂÍ‡˛˘ËÂ „‡ÌËˆÛ ‡Á‰ÂÎ‡ ‚ ÚÓ˜Í‡ı Ì‡
ËÌÚÂ‚‡ÎÂ OO1 (ËÒ. 8. 16, à), ÔË‚Ó‰flÚ Í ÔÓ fl‚ÎÂÌË˛ ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ,
Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ˚ı ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÓÚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË S. ùÚË ÎÛ˜Ë ÌÂ ÏÓ„ÛÚ ÔËÈÚË ‚ ÚÓ˜ÍÛ
Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl p2. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔË ‡ÒÒÏÓÚÂÌËË ‚ÒÂı ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ ‰Îfl
˝ÚÓ„Ó ÌÓ‚Ó„Ó ÚËÔ‡ ‚ÓÎÌ, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË O1, ‚ ÍÓÚÓÓÈ θi =   θ i

c , Ë ÓËÂÌÚ‡-
ˆËfl ÒÂ„ÏÂÌÚ‡ O1O2, ‰ÓÎÊÌ˚ ÒÓı‡ÌflÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚ÏË, ‡ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÚÓ˜ÍË O2

ÏÓÊÂÚ ÏÂÌflÚ¸Òfl. èÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ ÔÛÚ¸ p1O1O2p2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜ÓÏ (ËÒ.
8.16, á), ÂÒÎË Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ˝ÎÂÏÂÌÚÓÏ O2p2 Ë ÌÓÏ‡Î¸˛ Í „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡

êËÒ. 8.16.  ãÛ˜Ë Ë ÙÓÌÚ  ̊ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÓÎÌ  ̊ (à); ‡Ì‡ÎËÁ ÙÛÌÍˆËË ∆N (á); ÙÓÌÚ  ̊ „ÓÎÓ-
‚Ì˚ı ‚ÓÎÌ (â, ã)
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‡‚ÂÌ ÍËÚË˜ÂÒÍÓÏÛ Û„ÎÛ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl
‰ÎËÌ‡ ÔÛÚË p1O1O2p2 ÏËÌËÏ‡Î¸Ì‡ Ë ‡‚ÌflÂÚÒfl

    
N c

p O

c

O O

c

O p

c
= + +







1

1 1

1

1 2

2

2 2

1

Ë Ò‡‚ÌËÏ ÂÂ Ò ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ‰ÎËÌÓÈ ÔÛÚË p1O1bp2

    
N c

p O

c

O b

c

bp

c
1 1

1 1

1

1

2

2

1

= + +








ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÚÓ˜Í‡ b ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ Ì‡ Ï‡ÎÓÏ ‡ÒÒÚÓflÌËË ∆x ÓÚ ÚÓ˜ÍË O2

( ËÒ. 8.16, á).
ê‡ÁÌÓÒÚ¸ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ‰ÎËÌ ˝ÚËı ÔÛÚÂÈ

    
∆N N N c

bO

c

O p

c

bp

c
= − = + −







1 1

2

2

2 2

1

2

1

.

ä‡Í ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ, ‡ÁÌÓÒÚ¸ ∆N ‰ÓÎÊÌ‡
Ó·‡˘‡Ú¸Òfl ‚ ÌÓÎ¸, ÂÒÎË ÔÂÌÂ·Â˜¸ ˜ÎÂÌ‡ÏË ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË (∆x)2 Ë
·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ˝ÚÓ„Ó Ù‡ÍÚ‡ ÔÓ‚Â‰ÂÏ ˜ÂÂÁ
ÚÓ˜ÍÛ O2 ÓÍÛÊÌÓÒÚ¸ Ò ˆÂÌÚÓÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ p2 Ë ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌËÍ baO2.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Û„Î˚ p2O2l Ë aO2b Ó·‡ÁÓ‚‡Ì˚ ‚Á‡ËÏÌÓ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ÏË ÒÚÓ-
ÓÌ‡ÏË, Ï˚ ËÏÂÂÏ

∠aO2b = θc.

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,

ab = ∆x sin θc = ∆x
    

c

c
1

2

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ∆N ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í

    
∆ ∆N c x

c

ab

c
= −







1

2 1

,

ÔÓÎÛ˜ËÏ

    
∆ ∆ ∆N c x

c

x

c
= −







 =1

2 2

0.

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔÛÚ¸ p1O1O2p2 fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜ÓÏ, ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó Â‡ÎËÁÛ-
ÂÚÒfl ÔÛÚ¸ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÚÂÚ¸Â„Ó ÚËÔ‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ˝ÚÓÏÛ ÎÛ˜Û ‚ÓÎ-
Ì˚ Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl „ÓÎÓ‚Ì˚ÏË.

ç‡¯Ë ‚˚ÍÎ‡‰ÍË ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ, Í‡Í ÚÓÎ¸ÍÓ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ
ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú O ÔÂ‚˚¯‡ÂÚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ OO1 (x > OO1), ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜-
ÍÂ „‡ÌËˆ˚   ÎÛ˜Ë „ÓÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ó·‡ÁÛ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚È Û„ÓÎ θc Ò ÌÓÏ‡-
Î¸˛ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÒÂ ˝ÚË ÎÛ˜Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ÏË. í‡ÍËÂ ÎÛ˜Ë ÌÂ
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‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚ ÚÓ˜Í‡ı ËÌÚÂ‚‡Î‡ OO1, ÔË˜ÂÏ ‰‡ÌÌ˚È ËÌÚÂ‚‡Î ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl ÔÓ
ÏÂÂ ÚÓ„Ó, Í‡Í ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÔË·ÎËÊ‡ÂÚÒfl Í „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡. ëÎÂ‰ÛÂÚ Á‡ÏÂÚËÚ¸,
˜ÚÓ ‚ ÚÓ˜ÍÂ O1 (ËÒ. 8. 16, à) Ó·Â ‚ÓÎÌ ̊ , ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl Ë „ÓÎÓ‚Ì‡fl, ‡ÒÔÓÒÚ-
‡Ìfl˛ÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ÎÛ˜‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ θi = θc. ëÓ„Î‡ÒÌÓ  „ÂÓÏÂÚ-
ËË ÎÛ˜ÂÈ, Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ÚÓ˜ÍË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚ÓÈ Ù‡Á˚ ÎÂÊ‡Ú Ì‡
Ô  flÏÓÈ L, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎfl ÌÓÈ ÎÛ˜‡Ï (ËÒ. 8.16, à). ùÚÓ ÛÍ‡Á˚‚‡ÂÚ Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ
Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË „ÓÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌÛÒ‡ÏË, ‚Â¯ËÌ˚ ÍÓÚÓ-
˚ı ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÈ Op1 (ËÒ. 8.16, ã).

àÁ ËÒ. 8.16, â ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ù‡ÁÓ‚˚Â ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ô Â-
ÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÌËÊÌÂÈ ÒÂ‰Â ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ˚ „‡ÌËˆÂ  ‚·ÎËÁË ÌÂÂ,
ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ x > OO1.

ÄäìëíàóÖëäàÖ Ñãàçõ èêÖãéåãÖççéâ
à ÉéãéÇçéâ Çéãçõ

ë‡‚ÌËÏ ÚÂÔÂ¸ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÎËÌ˚ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓ„Ó Ë „ÓÎÓ‚ÌÓ„Ó ÎÛ˜ÂÈ, ÒÓ-
Â‰ËÌfl˛˘Ëı ÚÓ˜ÍË p1 Ë p2 (ËÒ. 8.17, à):

    
N cr

p p

c

pp

c
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








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1
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O p
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
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1
1. (8.111)

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ‡ÁÌÓÒÚ¸ ‰ÎËÌ ‚‰ÓÎ¸ ˝ÚËı ÎÛ˜ÂÈ ÓÚ ËÒÚÓ˜ÌËÍ‡ ‰Ó ÚÓ˜ÍË
p. àÁ ËÒ. 8.17, à ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ
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ËÎË
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−sin sinθ θ

    
= −







 − −









p p p O

c

c

c

c
i1

1

2
1 1

1
2

2
2

1 1sinθ (8.112)

ËÎË

    
∆N p p p O

c

c
i c1 1

1

2
1 1

21= −






 −sin cosθ θ (8.113)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

sin θc = c1/c2.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ

Op1 = p1O1cos θc =  p1p cos θi,
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ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
∆N p p

c

c
i i c1 1

1

2

1= −






 −









sin cos cosθ θ θ

ËÎË

∆N1 = [1 – sin θc sin θi – cos θi cos θc]p1p = [1 – cos(θi +θc)]p1p.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

∆N1 > 0

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ

    

pp

c

pO

c

O p

c
2

1

2

2

2 2

1

> +

Ë

∆N2 > 0

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, „ÓÎÓ‚Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰Â-
ÌËfl ‡Ì¸¯Â, ˜ÂÏ ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl. àÒÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÎË¯¸ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ Ó·Â
‚ÓÎÌ˚ ÔËıÓ‰flÚ Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓ. ùÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓ˜Í‡ı ÎÂÊ‡˘Ëı Ì‡ ÎÛ˜Â,
Ì‡˜‡ÎÓ ÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÓ Ì‡ ‡ÒÒÚÓflÌËË OO1 ÓÚ Ì‡˜‡Î‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. ÇÁ‡-
ËÏÌÓÂ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÙÓÌÚÓ‚ ÔflÏÓÈ, ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ Ë „ÓÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓÍ‡-

êËÒ. 8.17.  àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËfl ÙÓÏÛÎ˚ (8.111) (à); ÙÓÌÚ  ̊ÔflÏÓÈ, ÓÚ ‡ÊÂÌÌÓÈ Ë „ÓÎÓ‚ÌÓÈ
‚ÓÎÌ (á); Á‡ÍÓÌ˚ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ (â, ã).
ÇÓÎÌ˚: 1 – ÔflÏ‡fl, 2 – ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl, 3 – „ÓÎÓ‚Ì‡fl
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Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 8.17, á· (c1 < c2). ç‡ ˝ÚÓÏ ËÒÛÌÍÂ flÒÌÓ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸ „ÓÎÓ‚ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÏÂÊ‰Û „‡ÌËˆÂÈ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ÍÓÌÛÒ‡
Ò ‚Â¯ËÌÓÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ     p1

∗  Ë Û„ÎÓÏ θc.
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ï˚ ÔÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ „ÓÎÓ‚Ì˚ı ‚ÓÎÌ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÓÚ-

‡ÊÂÌÌ˚ı Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ‚ÓÎÌ, ÌÂ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ ‚‰ÓÎ¸ Ëı Ù‡ÁÓ‚˚ı
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ, ‡ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÏÓÊÂÚ ÔÂÂÌÓÒËÚ¸Òfl Ú‡ÍÊÂ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËË, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ ÎÛ˜‡Ï. ùÚÓ „Ó‚ÓËÚ Ó ‚ÎËflÌËË ‰ËÙ‡ÍˆËË Ì‡ ÔÓ‚Â‰Â-
ÌËÂ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ. ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ „ÓÎÓ‚Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ËÒ˜ÂÁ‡ÂÚ, ÍÓ„‰‡
‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ÒÚÂÏËÚÒfl Í ÌÛÎ˛.

ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ‚Ë‰ÂÎË ËÁ ËÒ. 8. 17, á, ÒÍÓÓÒÚ¸ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Ô flÏÓÈ Ë
ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ ‚‰ÓÎ¸ „‡ÌËˆ˚ ÏÂÌ¸¯Â ÒÍÓÓÒÚË ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚  (c1
< c2), Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔÓÓÊ‰‡ÂÚ „ÓÎÓ‚ÌÛ˛.

å˚ ÓÔËÒ‡ÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚·ÎËÁË „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰, ÓÒÌÓ‚˚-
‚‡flÒ¸ Ì‡ ÔËÌˆËÔÂ îÂÏ‡. ùÚÓ ·˚ÎÓ Ò‰ÂÎ‡ÌÓ, ÌÂ‚ÁË‡fl Ì‡ ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ ÛÍ‡-
Á‡ÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ ÓÒÌÓ‚˚‚‡ÂÚÒfl Ì‡ Û‡‚ÌÂÌËË ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ÍÓÚÓÓÂ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌfl-
ÂÚÒfl Ì‡ „‡ÌËˆÂ. óÚÓ·˚ ÔÂÓ‰ÓÎÂÚ¸ ˝ÚÛ ÔÓ·ÎÂÏÛ, „‡ÌËˆÛ ÏÓÊÌÓ Á‡ÏÂÌËÚ¸
ÚÓÌÍËÏ ÒÎÓÂÏ, ‚ ÍÓÚÓÓÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. èË
‚˚‚Ó‰Â Á‡ÍÓÌ‡ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ Ë ËÁÛ˜ÂÌËË „ÂÓÏÂÚËË „ÓÎÓ‚Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ï˚ Ò‡‚ÌË-
‚‡ÎË ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËÂ ‰ÎËÌ˚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÔÛÚÂÈ, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚ı Ó˜ÂÌ¸ ·ÎËÁÍÓ
‰Û„ Í ‰Û„Û. èÓ˝ÚÓÏÛ, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, ÓÔ‡‚‰‡Ì‡ Á‡ÏÂÌ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË  ‡Á‰ÂÎ‡
ÚÓÌÍËÏ ÒÎÓÂÏ.

áÄäéçõ ëçÖããàìëÄ à àçíÖÉêÄã ãÄÉêÄçÜÄ

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÔËÌˆËÔ îÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ËÁ ËÌÚÂ„‡Î‡ ã‡„‡Ì-
Ê‡:

      
n d⋅ =∫ s r0 0, (8.114)

„‰Â r – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ, s0 – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡, ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓÔ˚-
Ú‡Ú¸Òfl ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ÔË‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ-
‚‡. ä‡Í Ë ‡ÌÂÂ, ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ‡fl ‚ÓÎÌ˚ ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚Û˛Ú, ‡ Ì‡¯ÂÈ ˆÂÎ¸˛ fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÓËÂÌÚ‡ˆËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ËÏ
ÎÛ˜ÂÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ „‡ÌËˆ˚  ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÓÏ˚. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡
ÓÚ‡ÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌ˚, Ë ·Û‰ÂÏ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸ Ô‡‰‡˛˘Û˛ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌÛ˛ ‚ÓÎ-
Ì˚ Í‡Í Ó‰ÌÛ ‚ÓÎÌÛ, ÍÓÚÓ‡fl ËÁÏÂÌflÂÚ Ò‚Ó˛ ÓËÂÌÚ‡ˆË˛ Ì‡ „‡ÌËˆÂ.

èËÏÂÌflfl ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (8.114) Í Á‡ÏÍÌÛÚÓÏÛ ÔÛÚË abcd (ËÒ. 8. 17, á), ÔÓÎÛ-
˜ËÏ

      
n d n d

ab cd

s r s r0 0 0⋅ + ⋅ =∫ ∫ , (8.115)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ÔÓ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚Ï ËÌÚÂ‚‡Î‡Ï bc Ë da ÏÓÊÌÓ
ÔÂÌÂ·Â˜¸.

èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í
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n d n n n ds r s s r0 2 20 1 10 0⋅ = − ⋅ =∫∫ ( )

ËÎË

      ( ) ,n n d2 20 1 10 0s s r− ⋅ = (8.116)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ dr ˜ÂÁ‚˚˜‡ÈÌÓ Ï‡Î‡.
á‰ÂÒ¸ s10 Ë s20 – Â‰ËÌË˜Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ÎÛ˜‡ ÔÓ Ó·Â ÒÚÓÓÌ˚ ÓÚ „‡ÌËˆ˚

‡Á‰ÂÎ‡, ‡ dr – ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚È ‚ÂÍÚÓ, Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S, Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ t (ËÒ.
8.16, ‚).

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.116) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ

M = n2s20 – n1s10

ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎÂÌ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡, Ú.Â.

n12×(n2s20 – n1s10) = 0. (8.117)

á‰ÂÒ¸ n12 – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ÌÓÏ‡ÎË Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡.
îÓÏÛÎ‡ (8.117) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÎÛ˜ ÓËÂÌÚËÓ‚‡Ì Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ˜ÚÓ

Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ‚ÂÍÚÓ‡ ns0 fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔË
ÔÂÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ „‡ÌËˆÛ  (ËÒ. 8.17, â).

àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.117) ËÏÂÂÏ

n2(n12× s20) = n1(n12× s10), (8.118)

Ú.Â. Ô‡‰‡˛˘‡fl Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl ˜‡ÒÚË ÎÛ˜‡ ÎÂÊ‡Ú ‚ Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË.
í‡Í Í‡Í

|n12| = 1, |s10| = |s20| = 1,

ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (8.118) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‚˚‡ÊÂÌË˛:

n2 sin θ2 = n1 sin θi, (8.119)

„‰Â θi Ë θ2 – Û„Î˚, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌ˚Â Ô‡‰‡˛˘ËÏ Ë ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚Ï ÎÛ˜ÓÏ Ò ÌÓÏ‡-
Î¸˛ n12.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔÓÎÛ˜ËÎË Á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡.

èÓÎ‡„‡fl n2 = n 1 ‚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â (8. 116) Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ËÒ. 8.17, ã, Ï˚ ‚Ë‰ËÏ,
˜ÚÓ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚È ÎÛ˜ ÎÂÊËÚ ‚ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Ô‡‰ÂÌËfl Ë

sin θi = sin θr  ËÎË  θr = π – θi (8.120)

Ë Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÓÌÛ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡.
Ç˚‡ÊÂÌËfl (8.118) – (8.120) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ Á‡ÍÓÌ˚ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ÒÔ‡-

‚Â‰ÎË‚˚ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰Îfl ÔÎÓÒÍÓÈ „‡ÌËˆ˚, ÌÓ Ë ‰Îfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸-
ÌÓÈ ÙÓÏ˚ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î‡. Ç Â‡Î¸ÌÓÈ
ÒËÚÛ‡ˆËË ˝ÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ô‡‰‡˛˘ÂÈ
‚ÓÎÌ˚ Ë ‡‰ËÛÒ ÍË‚ËÁÌ˚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ „Ó‡Á‰Ó ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ‰ÎËÌ‡
‚ÓÎÌ˚.

å˚ ËÁÛ˜ËÎË ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÓÚ‡ÊÂÌÌ˚ı Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ˚ı ÎÛ˜ÂÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-
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ÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰, ÓÒÌÓ‚˚‚‡flÒ¸, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, Ì‡ Û‡‚ÌÂÌËË ˝ÈÍÓÌ‡Î‡. é‰-
Ì‡ÍÓ, Í‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸ ‡ÌÂÂ, ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚
Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı, „‰Â ÒÍÓÓÒÚ¸ fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ
‰Îfl ‚˚‚Ó‰‡ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (8.118) – (8.120) Ï˚ ‚˚·ÂÂÏ ‰Û„ÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰.

èãéëäàÖ Çéãçõ à áÄäéçõ ëçÖããàìëÄ

Ç Ì‡˜‡ÎÂ ˝ÚÓÈ „Î‡‚˚ Ï˚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÎË, ˜ÚÓ ‰ÎËÌ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡-
Î‡ Ë ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

        U ( ) ( ) .( )r r r= A ik Le 0 (8.121)

àÁÛ˜ÂÌËÂ ‚ÓÎÌ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ, ˜ÚÓ Ú‡ÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓ-
ÚÂÌˆË‡Î‡ ÔÓÒÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÌÂ·ÓÎ¸¯ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË
‚ÓÎÌ‡ ‚Â‰ÂÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÔÎÓÒÍ‡fl. ÑÛ„ËÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÌÂ·ÓÎ¸¯‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÙÓÌÚ‡
‚ÓÎÌ˚ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛, Ë ÎÛ˜Ë ÒÚ‡ÌÓ‚flÚÒfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸-
Ì˚ÏË ‰Û„ ‰Û„Û. Ç Â„ÛÎflÌ˚ı ÚÓ˜Í‡ı Ï˚ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ ÔÓÎÛ˜ËÎË
Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡. èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ‚˚‚ÂÒÚË Á‡ÍÓÌ˚
ÓÚ‡ÊÂÌËfl Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ‚ÓÎÌ Ì‡ „‡ÌËˆÂ, ËÒıÓ‰fl ËÁ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ë
ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÎÓÒÍÓÈ.

Ç „Î‡‚Â 4 ·˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÌÓÏ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ÒÍÓÓÒÚË ˜‡ÒÚËˆ Ë
‰‡‚ÎÂÌËÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Ì‡ „‡ÌËˆÂ ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË:

v1z = v2z  Ë  P1 = P2. (8.122)

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË

v = grad U  Ë  
    
P p U

t
= − ∂

∂
,

‚ÏÂÒÚÓ (8.122) Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰Îfl ÍÓÏÔÎÂÍÒÌÓÈ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

      
∂

∂

∂

∂

U U1 2

z z
=  Ë p1U1 = p2U2,  ÂÒÎË z = 0, (8.123)

„‰Â ρ1 Ë ρ2 – ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ÂıÌÂÈ Ë ÌËÊÌÂÈ ˜‡ÒÚÂÈ ÒÂ‰˚, ‡ Ì‡˜‡ÎÓ ÒËÒÚÂÏ˚
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÓ Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ ( ËÒ. 8. 18, à). ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡-
˜‡Î‡ Ô‡‰‡˛˘Û˛ ‚ÓÎÌÛ, ÙÓÌÚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÂÌ ÔÎÓÒÍÓÒÚË XOZ Ë
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË Â‰ËÌË˜ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ s01.

äÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â

      U i
ik dA= e 1 , (8.124)

„‰Â k1 = ω/c 1 – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ; d – ‡ÒÒÚÓÿÌËÂ ÏÂÊ‰Û ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï Ù ÓÌÚÓÏ Ë
ÌÂÍÓÚÓÓÈ Á‡‰‡ÌÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛.

ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ËÒ. 8.18, à, ‚ÂÍÚÓ s0i ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í

s0i = i sin θi + k cos θi (8.125)
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‡ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ

d = r ⋅ s0i = x sin θi + z cos θI. (8.126)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÏÂÒÚÓ (8.124) ËÏÂÂÏ

      U i
ik x zA i i= +e 2 ( sin cos ) .θ θ (8.127)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Ì‡¯ËÏ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËflÏ, Ó·Â ‚ÓÎÌ˚, ÓÚ‡ÊÂÌÌ‡fl Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌ‡fl,
fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓÒÍËÏË.

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò (8.124) ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ‰Îfl ˝ÚËı ‚ÓÎÌ
Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      U r
ik dB= e 1 1  Ë       U2

2 2= C ik de . (8.128)

á‰ÂÒ¸

d1 = r ⋅ s0r Ë d2 = r ⋅ s02

‡ s0r Ë s02 – Â‰ËÌË˜Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜ÂÈ ˝ÚËı ‚ÓÎÌ, Ë ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl-
˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ÏË:

s0r = i sin θr – k cos θr

Ë

s02 = i sin θ2 + k cos θ2. (8.130)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

êËÒ. 8.18.  éËÂÌÚ‡ˆËfl Ô‡‰‡˛˘ÂÈ, ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ Ë ÔÂÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ (à); Á‡ÍÓÌ ÓÚ ‡ÊÂ-
ÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ Ë ÔËÌˆËÔ É˛È„ÂÌÒ‡ (·á, â); Á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡ Ë ÔËÌˆËÔ É ̨ È-
„ÂÌÒ‡ (ã)
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d1 = x sin θr – z cos θr

Ë

d2 = x sin θ2 + z cos θ2. (8.131)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‰‚Ûı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‚ (8.128) ‰‡ÂÚ

      Ur
ik x zB r r= −e 1 ( sin cos )θ θ

Ë

      U2
2 2 2= +C ik x ze ( sin cos ) .θ θ (8.132)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÔÂ¸ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (8.123) Ì‡ „‡ÌËˆÂ ‡Á‰ÂÎ‡ z = 0,
Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ ËÁ ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰Îfl ˜ÂÚ˚Âı ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı,
‡ ËÏÂÌÌÓ, ‰Îfl ‡ÏÔÎËÚÛ‰ B Ë Ñ ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ Ë Ô ÂÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ, ‡ Ú‡ÍÊÂ
Û„ÎÓ‚ θr Ë θ2:

    ρ ρθ θ θ
1 2

1 1 2 2( )sin sin sinA B Cik x ik x ik xi re e e+ =

Ë

    k A B k Ci
ik x

r
ik x ik xi r

1 2 2
1 1 2 2(cos cos ) cos .sin sin sinθ θ θθ θ θe e e− = (8.133)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ˝ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‚ Î˛·ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÔÎÓÒÍÓÒÚË z = 0, ÓÌË
ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x Ë y. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ˝ÍÒÔÓÌÂÌÚ˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ‡‚ÌflÚ¸Òfl
‰Û„ ‰Û„Û:

k1 sin θi = k1 sin θr = k2 sin θ2

ËÎË

    

sin sin sin
.

θ θ θi r

c c c1

2

2 1

= =

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔÓÎÛ˜ËÎË Á‡ÍÓÌ˚ ëÌÂÎÎËÛÒ‡. çÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÍÓ˝Ù-
ÙËˆËÂÌÚ˚ B Ë Ñ ·Û‰ÛÚ ÓÔ Â‰ÂÎÂÌ˚, ÍÓ„‰‡ Ï ̊  ÔËÒÚÛÔËÏ Í ËÁÛ˜ÂÌË˛ ÔÎÓÒ-
ÍËı ‚ÓÎÌ ‚ ÒÎÓËÒÚ˚ı ÒÂ‰‡ı.

áÄäéç ëçÖããàìëÄ à èêàçñàè ÉûâÉÖçëÄ

èÓÍ‡ÊÂÏ ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ Á‡ÍÓÌ˚ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ÒÎÂ‰Û˛Ú ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ
ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ Ë „‡ÌËˆ‡ ‡Á‰ÂÎ‡ ‰‚Ûı ÒÂ‰ fl‚-
Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓÒÍËÏË (ËÒ. 8.18, á). èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ Li – Ù‡ÁÓ‚‡fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸
(ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‡‚ÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡) Ô‡‰‡˛˘ÂÈ ‚ÓÎÌ˚, Ë ÔÛÒÚ¸ ‚ ÌÂÍÓÚÓ˚È
ÏÓÏÂÌÚ t ˝Ú‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÚÓ˜ÍË a „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡. á‡ ËÌÚÂ‚‡Î
‚ÂÏÂÌË ∆t ‚ÓÎÌ‡ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚ ÚÓ˜ÍË b, Ë ‰ÎËÌ‡ ÒÂ„ÏÂÌÚ‡  

a1b = c 1∆t = ∆x sin θi. (8.134)
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ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÔËÌˆËÔÛ É˛È„ÂÌÒ‡ Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ „‡ÌËˆ˚ ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡-
ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í ËÒÚÓ˜ÌËÍ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ‚ ‚ÂıÌÂÈ Ë
ÌËÊÌÂÈ ÒÂ‰Â ÒÓ ÒÍÓÓÒÚflÏË c1 Ë c2, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. ç‡ÔËÏÂ, ÍÓ„‰‡ Ô‡‰‡-
˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ b, ‡‰ËÛÒ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‚ÚÓË˜ÌÓÈ
‚ÓÎÌ˚, ‚ÓÁÌËÍ‡˛˘ÂÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ a ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t, ‡‚ÌflÂÚÒfl ad (ËÒ.    
8.18, â).

èÓ‚Ó‰fl ˜ÂÂÁ ÚÓ˜ÍÛ b ÔflÏÛ˛, Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ Í ˝ÚÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, Ï˚ ÓÔ-
Â‰ÂÎËÏ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Lr ÓÚ‡ÊÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. àÁ ËÒ.
8.18, â ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

    
∠ =adb π

2
 Ë  ∠d b a = θr.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,

ad = ∆x sin θr = c1∆t

ËÎË

ad = a1b = ∆x sin θi = ∆x sin θr

Ë Ï˚ ÒÌÓ‚‡ ÔËıÓ‰ËÏ Í Á‡ÍÓÌÛ ÓÚ‡ÊÂÌËfl ëÌÂÎÎËÛÒ‡.
ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË

Ô ÂÎÓÏÎÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (ËÒ. 8.18, ã).
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ

ad1 = c2∆t = ∆x sin θ2 (8.135)

Ë, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl (8.134), Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ Á‡ÍÓÌ ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl:

    

sin

sin

θ

θ

2 2

1i

c

c
=  ËÎË 

    

sin sin
.

θ θ2

2 1c c
i=

àÚ‡Í, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÎË Á‡ÍÓÌ˚ ëÌÂÎÎËÛÒ‡, ËÒıÓ‰fl ËÁ ÔËÌˆËÔ‡ É˛È„ÂÌÒ‡ Ë
ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl, ˜ÚÓ Ô‡‰‡˛˘‡fl ‚ÓÎÌ‡ Ë „‡ÌËˆ‡ ‡Á‰ÂÎ‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔÎÓÒÍËÏË.

ì˜ËÚ˚‚‡fl, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÔË Î˛·˚ı ˜‡ÒÚÓÚ‡ı,   
Ï˚ ÏÓÊÂÏ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ Á‡ÍÓÌ ëÌÂÎÎËÛÒ‡ ÍÓÂÍÚÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔÓ‚Â-
‰ÂÌËÂ ÔÎÓÒÍÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ‚ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ ÒÎÓËÒÚÓÈ ÒÂ‰Â, ÌÂÁ‡‚ËÒËÏÓ ÓÚ ‰ÎËÌ˚
‚ÓÎÌ˚, ‰Îfl ‚ÒÂı Û„ÎÓ‚ Ô‡‰ÂÌËfl θi, ÌÂ ÔÂ‚˚¯‡˛˘Ëı ÍËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û„Î‡:      
θi ≤ θc.

8.5. èéãü ÇêÖåÖç èêàïéÑÄ Çéãçõ

ÇÂÏfl ÔËıÓ‰‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl – Ó‰ËÌ ËÁ ‚‡ÊÌÂÈ¯Ëı Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚, ËÁÏÂflÂÏ˚ı ‚ ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË. Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓÌflÚËÂ ÔÓÎfl ‚ÂÏÂÌ ÔËıÓ‰‡ ‚ÓÎ-
Ì˚, Ò˜ËÚ‡fl ÔË ˝ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÂÂ ‰ÎËÌ‡ λ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î‡. ä‡Í ÛÊÂ ÓÚÏÂ˜‡ÎÓÒ¸,
ÔÓÎfl ˝ÈÍÓÌ‡Î‡ Ë ‚ÂÏÂÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰‚ÛÏfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË ÓÔËÒ‡-
ÌËfl ÔÓ‚Â‰ÂÌËfl ‚ÓÎÌ ÔË λ → 0.
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èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì‡fl ‚ÓÎÌ‡ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‚ ÒÂ‰Â ÒÓ
ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c, Ë ËÁÛ˜ËÏ, Í‡Í ÏÂÌflÂÚÒfl ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÙÓÌÚ‡ ˝ÚÓÈ ‚ÓÎÌ˚. í‡ÍËÏ
ÊÂ Ó·‡ÁÓÏ ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Î˛·Û˛ ‰Û„Û˛ Ù‡ÁÓ‚Û˛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‰‡Ì-
ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÓÌÚ ‚ÓÎÌ˚ ÔËıÓ‰ËÚ ‚ Á‡‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÒÂ‰˚ ‚
ÌÂÍÓÚÓ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t, ˝ÚÓ ‚ÂÏfl ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ Í‡Í
ÙÛÌÍˆË˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ËÏÂÂÏ

t = t(x, y, z). (8.136)

èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‰‡ÌÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓÎÂ Ë ı‡-
‡ÍÚÂËÁÛÂÚ ‚ÂÏfl ÔËıÓ‰‡ ÙÓÌÚ‡ ‚ÓÎÌ˚, ÎË·Ó Î˛·ÓÈ ‰Û„ÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚË ‚ ÚÓ˜ÍÛ Ì‡·Î˛‰ÂÌËfl Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË (x, y, z).

óÚÓ·˚ ËÁÛ˜ËÚ¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÎfl, Ú.Â. ÔÓÌflÚ¸, Í‡Í ÓÌÓ
ËÁÏÂÌflÂÚÒfl ‚ ‡ÁÎË˜Ì˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflı, Ï˚, Í‡Í Ó·˚˜ÌÓ, ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸
„‡‰ËÂÌÚ ÒÍ‡ÎflÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË (ÒÏ. ÔËÎÓÊÂÌËÂ 2):

M = grad t, (8.137)

ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÈ ‚ÂÎË˜ËÌÛ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó Û‚ÂÎË˜ÂÌËfl ÔÓÎfl t.
Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú „‡-

‰ËÂÌÚ ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÎfl Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í

      
gradt

h
t

x h
t

x h
t

x
= + +1 1 1

1 1
1

2 2
2

3 3
3

∂
∂

∂
∂

∂
∂

i i i , (8.138)

„‰Â i1, i2, i3 – Â‰ËÌË˜Ì˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ, ‡ h1, h2,
h3 – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÏÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚.

éÚÒ˛‰‡ ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ, ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍÓÈ Ë ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ‡ı ÍÓÓ‰Ë-
Ì‡Ú ËÏÂÂÏ

      
gradt t

x
t
y

t
z

= + +∂
∂

∂
∂

∂
∂

i j k, (8.139)

      
gradt t

r r
t t

z
r= + +∂

∂
∂
∂ϕ

∂
∂

ϕi i k1 , (8.140)

      
gradt t

R R
t

R
t

R= + +∂
∂

∂
∂θ θ

∂
∂ϕ

θ ϕi i i1 1
sin

. (8.141)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Á‡ÏÂÌ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÔË‚Ó‰ËÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ
„‡‰ËÂÌÚ‡, Ó‰Ì‡ÍÓ Â„Ó ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ÌÂ ÏÂÌfl˛ÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌË
Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ Ò‡ÏÓ„Ó ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÔÓÎfl.

èÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓÎfl ‚ÂÏÂÌË ÔÓ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌË˛ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò „‡‰ËÂÌÚÓÏ ÒÎÂ‰Û-
˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

      

∂
∂
t
l

t tll0 ⋅ =grad grad

ËÎË
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∂
∂
t
l
= M cos(M, l0), (8.142)

„‰Â l0 – Â‰ËÌË˜Ì˚È ‚ÂÍÚÓ ‚‰ÓÎ¸ ÔflÏÓÈ l.
àÁ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (8.142) ÒÎÂ‰Û˛Ú ‰‚‡ ‚‡ÊÌ˚ı Ò‚ÓÈÒÚ‚‡, ÒÓÒÚÓfl˘ËÂ ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ

ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ∂t/∂l Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË „‡‰ËÂÌÚ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ     
cos(M, l0) = 1, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‚ ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÔÓÎÂ ÌÂ ÏÂ-
ÌflÂÚÒfl. óÚÓ·˚ Ì‡„Îfl‰ÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ÔÓÎÂ ‚ÂÏÂÌË, Û‰Ó·ÌÓ ‚‚ÂÒÚË ÔÓÌfl-
ÚËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËÈ ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡. í‡ÍËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË
Ì‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ËÁÓıÓÌ‡ÏË, Ë Ëı ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ Ó˜Â‚Ë‰ÂÌ. Ç
‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ÓÌË ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‚ ‡Á-
ÎË˜Ì˚Â ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË.  í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÁÌ‡fl ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ËÁÓıÓÌ ‚ ÏÓ-
ÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË t1, t2, ..., tn, ÏÓÊÌÓ Ì‡·Î˛‰‡Ú¸ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÓÌÚ‡ ‚ÓÎÌ˚.
èËÏÂ˚ ËÁÓı ÓÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ Ì‡ ËÒ. 8.19, à, á·, â. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝ÚË
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÏÓ„ÛÚ ËÏÂÚ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÒÎÓÊÌÛ˛ ÙÓÏÛ Ë ‰‡ÊÂ ÔÂÂÒÂÍ‡Ú¸ ‰Û„
‰Û„‡ ËÎË Ò‡ÏËı ÒÂ·fl.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‰‚Â ËÁÓıÓÌ˚ ‰Îfl ·ÎËÁÍËı ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ‚ÂÏÂÌË  t1 Ë t2 (ËÒ.
8.19, ã), Ë ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ÂÏfl t ÏÂÊ‰Û ÌËÏË fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ. íÓ„‰‡ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡

∆t = t2 – t1,

‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÓÏ‡ÎË n , ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË l0 ÏÓÊÌÓ
Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Í‡Í

  
∆ ∆t nt

n
= ∂

∂
 Ë 

    
∆ ∆t lt

l
= ∂

∂
, (8.143)

êËÒ. 8.19.  àÁÓıÓÌ˚ Ë ÎÛ˜Ë
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ÓÚÍÛ‰‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

    
∂

∂

∂

∂

t

n

t

l
n l∆ ∆= .

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ

∆n = ∆l cos α,

Ï˚ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

    
∂

∂

∂

∂
αt

l

t

n
= cos , (8.144)

„‰Â α – Û„ÓÎ ÏÂÊ‰Û ÌÓÏ‡Î¸˛ n Ë Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂÏ ÒÏÂ˘ÂÌËfl ∆l.
àÁ ÔË‚Â‰ÂÌÌÓ„Ó ‚˚¯Â ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁ-

ÏÂÌÂÌËfl ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡ Ì‡·Î˛‰‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËfl, ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ-
„Ó Í ËÁÓıÓÌÂ Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ „‡‰ËÂÌÚ‡ Ï˚ ËÏÂÂÏ

grad t = ∇t = |grad t| n. (8.145)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ÎËÌËË, ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â Í ËÁÓıÓÌ‡Ï, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛Ú Ì‡Ô‡‚ÎÂ-
ÌËfl, ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓ˚ı ‚ÂÏfl ÔËıÓ‰‡ Û‚ÂÎË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ·˚ÒÚÂÂ, ˜ÂÏ ‚‰ÓÎ¸ ÒÓÒÂ‰-
ÌËı ÔÛÚÂÈ. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÙÓÏ‡ ËÁÓıÓÌ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÙÓÏÓÈ Ù‡ÁÓ‚˚ı ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚÂÈ (ËÎË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‡‚ÌÓ„Ó ˝ÈÍÓÌ‡Î‡), ÏÓÊÌÓ ÒÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â
ÎËÌËË ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò ÎÛ˜‡ÏË, ‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓ˚ı ‚ ÒÂ‰Â ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÂÚÒfl ‡ÍÛÒÚË-
˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ÂÍÚÓ

M = grad t

ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÌËÏ fl‚ÎflÂÚÒfl Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï. ä‡Í Ï˚ ÛÊÂ ÁÌ‡ÂÏ, ‚ Ó‰ÌÓ-
Ó‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â ÎÛ˜Ë fl‚Îfl˛ÚÒfl ÔflÏ˚ÏË. èËÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚË Ó·˚˜ÌÓ
ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ÎÛ˜Ë ËÒÍË‚Îfl˛ÚÒfl Ë ÏÓ„ÛÚ ‰‡ÊÂ ÔÂÂÒÂÍ‡Ú¸ ‰Û„ ‰Û„‡.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÎÂ ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡ ÏÓÊÌÓ ÎÂ„ÍÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸, ÂÒÎË ËÁ‚ÂÒÚ-
ÌÓ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÎÛ˜ÂÈ R Ë ‚ÂÏfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÌËı. ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓ‚Ó‰fl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË, ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â Í Í‡Ê‰ÓÏÛ ËÁ ÎÛ˜ÂÈ, Ï˚ ÔÓÎÛ˜ËÏ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ËÁÓıÓÌ, Ô‡‡ÏÂÚ ÍÓÚÓ˚ı t ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËfl Ò ÎÛ-
˜‡ÏË R. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Í‡Í ËÁÓıÓÌ˚, Ú‡Í Ë ÎÛ˜Ë ‡‚Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÓÔËÒ˚-
‚‡˛Ú ÔÓÎÂ ‚ÂÏÂÌ ÔËıÓ‰‡.

Ç˚‚Â‰ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎfl, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚ¸, ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛-
˘Û˛ ÏÂÊ‰Û ËÁÓıÓÌ‡ÏË Ë Ù‡ÁÓ‚˚ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË. èÛÒÚ¸ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË
t = t1 ÙÓÌÚ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ËÁÓıÓÌÓÈ S1. ÑÎfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸
Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t2 = t1 + ∇t, ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÔËÌˆËÔÓÏ
É˛È„ÂÌÒ‡. íÓ„‰‡ Í‡Ê‰Û˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË S1 ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ‚ Í‡˜Â-
ÒÚ‚Â ˆÂÌÚ‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÌÓÈ ÒÙÂË˜ÂÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡‰ËÛÒ‡ ∇n, ‡‚ÌÓ„Ó

∇n = c∇t. (8.146)

é„Ë·‡˛˘‡fl ˝ÚËı ˝ÎÂÏÂÌÚ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ËÁÓıÓÌÛ S2 ÔË t =
= t2.
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èÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, „‡‰ËÂÌÚ t Ì‡Ô‡‚ÎÂÌ ‚‰ÓÎ¸ ÌÓÏ‡ÎË n Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸-
ÌÓ,

      
gradt t

n c
= =∂

∂
n n1 , (8.147)

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍË p ËÁÓıÓÌ˚

c(p) = ∂n/∂t.

Ç ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÈ ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (8.147) ÔÓÎÛ˜ËÏ
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èÓÒÎÂ‰Ìflfl ÙÓÏÛÎ‡ Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÓÎfl ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡ ‚ÓÎÌ˚,
ÍÓÚÓÓÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ÂÒÎË t Ë c2 Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ì‡ L Ë (c0/ñ

2

ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Û‡‚ÌÂÌËÂ
(8.148) Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
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. (8.149)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÓÏÛÎÛ (8.148) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Ú‡ÍÊÂ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

    
( ) ,

( )
∇ =t

c p

2
2

1 (8.150)

Ú‡Í Í‡Í

      
∇ = + +1 1 1
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∂
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∂

∂
i i i .

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÎÂ ‚ÂÏÂÌ ÔËıÓ‰‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÍÓÚÓÓÂ ËÏÂÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â¯ÂÌËÈ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
ÒÍÓÓÒÚË

éÚÒ˛‰‡ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÎÂ ‚ÂÏÂÌ ÔËıÓ‰‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Ï ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÍÓÚÓÓÂ ËÏÂÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Â¯ÂÌËÈ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Á‡‰‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
ÒÍÓÓÒÚË c(p) ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ÒÂ·Â ÌÂÓ„‡ÌË˜ÂÌÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl-
˛˘ËıÒfl ‚ Ú‡ÍÓÈ ÒÂ‰Â ‚ÓÎÌ, ÔÓÎfl ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡ ÍÓÚÓ˚ı Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
Û‡‚ÌÂÌË˛ (8.148). èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ·˚ Ì‡ÈÚË ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛     
t = t(x, y, z), ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÁÌ‡Ú¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â Ë „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓˆÂ‰Û‡ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÔÓÎfl ‚ÂÏÂÌ ÔËıÓ‰‡ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V,
ÓÍÛÊÂÌÌÓÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ S, ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ÚÂı ¯‡„Ó‚.
1. êÂ¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (8.148).
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2. Ç˚·Ó ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (8.148) ÙÛÌÍˆËË, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛-
˘ÂÈ „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ Ó·˚˜ÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ì‡ „‡ÌËˆÂ S
ËÁ‚ÂÒÚÌ‡ ÙÛÌÍˆËfl

t(x, y, z) = ϕ(x, y, z). (8.151)

3. Ç˚·Ó ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı Â¯ÂÌËÈ, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌË˛ (8.148) Ë ÛÒ-
ÎÓ‚ËflÏ (8.151), ÚÓ„Ó, ÍÓÚÓÓÂ ÔÓ‰˜ËÌflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËflÏ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ
ÚÓ˜ÍÂ Ó·˙ÂÏ‡ V.

Ç ÒÂÈÒÏÓÎÓ„ËË ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ Ó·˚˜ÌÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È
ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÔÓÎÂ ‚ÂÏÂÌ ÔËıÓ‰‡ ËÏÂÂÚ ‚Ò˛‰Û ÌÛÎÂ‚˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl.

á‰ÂÒ¸ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÓÚÏÂÚËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ.
‡) Ó·˙ÂÏ V ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÍÛÊÂÌ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË S, Ì‡ ÍÓÚÓ-

˚ı ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ ÙÛÌÍˆËË ϕ(x, y, z) (8.151). í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, Ó‰Ì‡
ËÁ Ú‡ÍËı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ÓÍÛÊ‡ÂÚ ÔÂ‚Ë˜Ì˚È ËÒÚÓ˜ÌËÍ Ë ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ‡ ‚ Â„Ó
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË.

·) Ì‡ „‡ÌËˆ‡ı ‡Á‰ÂÎ‡ ‚ÌÛÚ Ë Ó· ̇ ÂÏ‡ V, „‰Â ÒÍÓ ÓÒÚ¸ c(p) ÔÂÚÂÔÂ‚‡ÂÚ
‡Á˚‚, ÙÛÌÍˆËfl t(x, y, z) fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ, ‡ „ÂÓÏÂÚËfl ÎÛ˜ÂÈ ÔÓ‰˜Ë-
ÌflÂÚÒfl Á‡ÍÓÌÛ ëÌÂÎÎËÛÒ‡;

‚) Â¯ÂÌËÂ „‡ÌË˜ÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÙÛÌÍˆË˛

t(x, y, z) = C, (8.152)

„‰Â C – ÌÂÍÓÚÓ‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, ı‡‡ÍÚÂËÁÛ˛˘‡fl ÍÓÌÍÂÚÌÛ˛ ËÁÓıÓÌÛ.
„) ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ËÁÓıÓÌ ÏÓÊÌÓ ‚˚ÔÓÎÌËÚ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ú‡ÍÊÂ ÔËÌˆËÔ

É˛È„ÂÌÒ‡.
ëÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÓÔËÒ‡ÌËfl ÎÛ˜ÂÈ. ç‡ÔËÏÂ, ÎÛ˜Ë ÏÓÊÌÓ

ÔÓÒÚÓËÚ¸, ËÒÛfl ÎËÌËË, ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Â Í ËÁÓıÓÌ‡Ï, ÎË·Ó ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡fl Û‡‚-
ÌÂÌËÂ, ÍÓÚÓÓÂ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÂÏfl ÔÓ·Â„‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓËÁ-
‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ÔÛÚË L:

    
t ds

c p
a

b

= ∫ ( )
. (8.153)

á‰ÂÒ¸ ds – ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ‚‰ÓÎ¸ ÔÛÚË ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓ˜ÍË p, ‡ ÔÂ‰ÂÎ˚ ËÌÚÂ„-
ËÓ‚‡ÌËfl a Ë b fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ÚÓ˜Í‡ÏË Ó‰ÌÓ„Ó Ë ÚÓ„Ó ÊÂ ÎÛ˜‡.

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔËÌˆËÔÓÏ îÂÏ‡, Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ú‡ÍÓÈ ÔÛÚ¸,
‚‰ÓÎ¸ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ÂÏfl t ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ (ËÎË ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ, ÂÒÎË ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸
ÎÛ˜‡ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Â„ÛÎflÌÓÈ). ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ï‡Î˚Â ‚‡Ë‡ˆËË ÔÛÚË ‚·ÎËÁË
ÎÛ˜‡ ÌÂ ÔË‚Ó‰flÚ Í ËÁÏÂÌÂÌË˛ ‚ÂÏÂÌË ÔËıÓ‰‡, Ú.Â.

t(L + ∆l) = t(L)
ËÎË

∆t = 0. (8.154)

äÓÌÂ˜ÌÓ, ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚‡-
Ë‡ˆËË, ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸Ì˚Â ∆ l Ë ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ
Ï‡Î˚. Ñ‡ÌÌÛ˛ Á‡‰‡˜Û ÏÓÊÌÓ Â¯ËÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡ÏË ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ËÒ˜ËÒÎÂÌËfl,
ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚ÏË Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË Û‡‚ÌÂÌËfl ùÈÎÂ‡.
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